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PROPRIETA RISERVATA

Padova 1897, Tipografia fratelli Gallina

- Come avevo promesso nella prefazione dei miei Elementi,
rattati per la parte didattica con la ccllaborazione del
prof Gazzaniga del R, Liceo di Padova, e libero do-

“cente di Analisi infinitesimale all' Universitd, pubblico ora

I" Appendice contenente le note ivi indicate con numeri

vromani, allo scopo di completare per gli insegnanti e per
“gli altri studiosi alcuni concetti del testo, di dimostrare i
- postulati ammessi per ragioni didattiche in pid del neces-
~sario e infine di mettere in chiaro 1l carattere e 1 ufficio
“ dei singoli postulati. 1. Appendice pud essere utile anche a

quegli insegnanti che alla fine dell'insegnamenio della geo-
metria intendesserc- fare alcune osservazionl generali in-

~.torno al concetti fondamentaii di esse nel mode accennato
‘nella prefazione.

In questa ho gid detto abbastanza intorno all'indirizzo
q g

““'del libro; aggiungo qui brevi parole. Della prima parte di

esso, uscita alla fine del 1896, & stato gia fatto questo anno

San primo esperimento in alcuni Licel ed [stitutl tecnici, e
I risultati ottenuti, per quanto so da notizie private e da
‘recensioni pubblicate da chi appunio ne ha fatto 1 esperi-

mento, sono stati abbastanza soddisfacenti. Ripeto anche
qui che I insegnante deve insistere su quei concefti fonda-

"mentali che lo scolaro riceve in formar puramente intuitiva
“o diversa nelle scusle inferiori, quali ad es: il concetto di
-eguaglianza di due figure e quello di rette parallele.

Gli scolari non preaccupati da pregiudizi hanno la mente

Upill accessibile ai nuovi metodi e alle nuove veritd pid di
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scolari buoni fruttl, si avrd la prova, come ritenge, che il
libro raggiunge questo grédo di possibilita,

L'opera mia potrd essere certamente nmiigliorata seconc?o
che I'esperienza e la critica onesta e intelligente suggeri-
ranno. Alla fine di questa Appendice il lettore trovers anzi le
semplificazioni di alcune dimostrazioni e alcune osserva-
zioni utili-per I'insegnaments, che mi furono in parte sug-
gerite dagli egregi professori Fr, Palatini, G. Bor‘diga".f:
.M.'Misalli, ai guali per cid rendo pubbliche grazzve. SE[_IG
semipre lieto di fornire agli insegnanti tatti quegli schia-
rimenti che potessero loro facilitare la interpretazicme del
testo nella scuola.

Infine avverte ancora che come nel libre ho dato alcuni

postulati in pit del necessario, cosi se il tempo lfa: di.fe‘tto
Vinsegnante pud soltanto leggere altre proposizioni IIIFLHEIVE
tralasciandone la dimostrazione; con questo vantaggio che
- egli pud asserire che di tali proposizicni chie.ste all’intui-
zione degli scolari, si pud leggers la dimostrazione nel testo
o in questa appendice.

Bellune, Settonibre 189;

G. VERONESE

Gruppo ordinate

Nota T, pag. 1

Nei F. G. *) abbiamo ricavaro le prime nozioni ma--
tematiche dalle operazioni del pensiero logico stessa,
anziché considerarle come il risaliate di convenziona -
lismi speciali di segni o di parole. | per cio che nej
F. G. la nozione di gruppo deriva dal pensare insieme
Pit cose date, e quelia di serje e di grupps ordinato
scaturiscono dal concerto primitivo del prima e de] poi.
Anzi abblamo distinto la serje dal gruppo ordinato, ma
tale distinzione sarebbe stata superflua negli Element.

Abbiamo fatto uso nelle nozioni generali dei vo-
caboll primo, secondo, ferzo senza definirli ; si potreb-
bero perd definire facilmente al n. 2, e cost si potrebbe
definire il vocabolo dne, di cui pure facciamo uso {(vedi
nota II).

Coneetto primitive Qi numero
Nota [I, pag, 4

Ammettiamo nel testo la conoscenza del numeri
natarali 123...4.. perché fino alla teoria della misura
non abbiamo in fondo bisogno di altro. . '

—_—

*) Con Ie lettere F, . indichiamo i nostri Fondamenti di
Geometria (Padova, 1891) trad. in tedeses nel 1894, ed. Teubner,




La teora dei npumerl interi & dedotta nei F. G,
(intr. cap. III) da quelle dei gruppi ordinat. Cosl dai
segmenti rettilinel, che sono pure gruppi ordinad, si
possono ricavare i numeri razionali e irrazionali ordinar,
quando i detti segmenti soddisfano al postulato & Ar-
chimede (post. XII).

Idea del punte
Nota I bis, pag. 7 %)

Potevo limitarmi nel testo a dare soltanto una sola
idea del punto, ad es. come estremo di una linea o come
ente che serve a separare due parti consecutive di una
linea, oppure potevo anche non indicare alcuna rappre-
sentazione del punto come fa Euclide, bastando per lo
svolgimento della Geometria il post. I, considerando il
punto come elemento fondamentale. Sta perd il fatto
che per punto s'intende ordinariamente anche il segno
tracciato sul foglio dalla punta di una matita, e che si
distingue il punto materiale dal punto marematico. Mi
parve dungue conveniente dare la rappresentazione del
punto nelle principali sue forme in cui si presenta alla
mente; ma | insegnante pud regolarsi come crede.

Col progresso della Geometria la rappresentazione
intuitiva del punto andéd sempre piti perfezionandosi. Se-
condoe il concetto pin moderno del punto, che & quello
da me usato nella Geometria a pitt di tre dimensioni,
il punto, e quindi anche la figura, non & un oggerto
esteriore del quale si faccia astrazione di alcane qualitd
fisiche, ma | émagine che noi sbbiamo di esso (vedi
nota XII).

"} Manca la indicazione della nota nel testo.

Euclide definisce il punto cid che non ha parti, ov-
ero che non ha grandezza alcuna (tr. di Betti e Brio-
sc hi): Per avere I’ intuizione del punto, bisogna ricorrere
ad mn oggetto esteriore o alla sua imagine, e quindi sotto

tale aspetto non pud essere definito. Logicamente il punto

on & che I' elemento fondamentale di tutee le figure;
non & dungue che un vocabolo semplice, e non & quindi
necessario includere in esso altri concetti pilt complessi,
come quello di parte o di grandezza. Non occorre nep-
pure dire nel testo che i punti sono eguali. Logicamente
:essl sono rappresentat tutti dallo stesso vocabolo sem-
plice, e per conseguenza il concetto di uno & il concerto
di ogni altro; quindi sono eguali (v. F. G. int. cap. D).

Coneetto dell’ eguaglianza

Notwa Til, pag. ¢

Nei F. G. (int. cap. I) anziché stabilire le proprieti
caratteristiche che distinguono l'eguaglianza di due seg-
menti (post. II) e di due fignre (def. II, 14), ricavo que-
- ste proprietd dat principi logici dell’egnaglianza, Ma nella
.-mota 2 pag. 11 ho detto che nel testo & inutile occuparsi
di cio, appunto percht negli Elementi per ragioni di-
dattiche seguo una via alquanto diversa da quella dei
- F. G. E come nell’ oss. emp. II del n, 5 ho indicate
le varie forme sotto le quali si presenta il concetro del
punto, cosl nell'oss. emp. di pag. 9 ho indicato le varie
forme sotto le quali i si present il concetto dell’egua-
.glianza di due segmenti. Ed anche qui osservo che se
ho accennato nella oss. emp. suddetta a vari modi per
mostrare che il post. IT & una conseguenza dell osser-
- vazione stessa, | insegnante perd pud tralasciare del
tatto le osservazioni empiriche o spstituirle con altre
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che a lui sembrino pih propric per giustificare intvit-
vamente i postalat stessi, sut quali soli, come fu detto
gella prefazione, si basa lo svolgimento logico della
Geometriz. Torneremo sull’ argomento nelle note XVII

e XIX.

Sistema linears omogeneo (post. II)
Nota IV, pag. 18

Negli ordinari trattati di Geometria elementare si
~ammette il nostro post. II sotto altra forma. La prima e
la terza parte sl ammettone collo scorrimento della retta
su sé stessz in una data direzione. La seconda parte si
ammette dicendo che il segmento non pud sovrapporsi ad
ana sua parte, e che il segmento 4B pud sovrapporsi
al segmento B 4. Si vede facilmente, specialmente se si
tien conto delle considerazioni svolte nel libro 1V, quante
pit semplici sono queste stesse propriet: nel nostro
" post. 11 che non esce dalla retta stessa, e che el con-
cetto di eguaglianza di due segmenti considera solo i
due segmenti e non altro. Ed il post, IT & semplice an-
che didatticamente, perché la I parte del post. non
esprime che il fatto dell esistenza di segmenti eguali e
~diseguali sulla retta, e le alwe due parti sono pure ri-
cavate dall' oss. emp. premessa al postulato.

Si ammertte pure ordinariamente che la retta a par-.
tire da un suo punto qualungue 4 si pud far coinci-
dere colla parte rimanente. Nel testo questa prop. viene
invece dimostrata semplicemente sulla retta col solo
post. IL (t. IL, n. 13).

Se non si ammette la prop.: A5 == BA, come nei
F. G., ammessa invece quella proposizione con un po-
tolato per un determinato punto della retta la si pud

fimostrare per ogni altro punto delle retta e si pud di-
m_dsi’tl_"az'e che 4B = Bd (F. G. pag. 142-143 ")
Secondo me non vi pud essere dunque alcun dub-
__Q':'sulla preferenza da darsi al post. I in confronto dei
post. che lo sostituiscono negli altri trarrati,

"Nei F. G. ho chiamato sistema lineare omogeneo
un sistemna lineare pel quale ha luogo il post. II senza
a:prop. AB = BA (intr. n. 68), mentre quello pel
quale vale anche la proposizione che un raggio rettlineo
limitato da un punto & eguale al raggio opposto, I'ho
hiamato sistema identico nelln posiziene delle sue parti-
.(intr. n. 70). Siccome perd i sistemi linear omogenei
“considerati nel testo godono anche la proprietd sopra
accennata, cosl sarebbe stata superflua tale distinzione,
‘non volendo fare in esso una scomposizione troppo
minuta dei postulati per le ragioni didatriche gia esposte
" nella prefazione. '

Dimostrazione del post. IIIL.
Nota V, pag. 21

_ E gid detto nella prefazione che i post. XI e XII,
che col post. I determinano la retta in s¢, vale a dire
indipendentemente dallo spazio, sono stati dati nel li-
“bro IV per evitare sul principio deli’insegnamento il con-
cetto di indefinizamente piccolo e di segmento limite,
e che per questo mutamento dovetti dare aleuni postu-
lati in pitr del necessario, ad es. il post. IIL
Premessi dunque i post, II, XI e XIT della retta vo-
. gliamo dimostrare non solo il post. HI, ma questa pro-
- posizione pit generale :

*). Wella trad. tedesca fn semplificata questa dimostrazione.




Un segmento vettilineo ¢ divisibile in un solo modo
in n parti eguali.
Premettiamo due lemmi.

Lemma X. — In ogni seomento A B vi sono segments

i cui multipli secondo il mumero n sono maggiori dt AB,

e vi sono seamevztz i cur multipli secondo il RUMEFO TL 5070
minori di

Osservmmo anzitutto che il post. XI suppone che

non esista sulla retra alcun segmento minimo (vedi
nota XXTI).

Il segmento 4B si scomponga in due parti 4C,

CB. Se CB ¢ la parte maggiore si ha CBZ AC, quindi

BC -+ CB> 4C~+ CB,ossiaz (CB) > AB, quindi

per ogni altro numero 7 > 2 sard anche n (CB) > AB,

e per cio la pri

iLha-por 4 C << CB, quindi :

AC+ AC < CB+ AC

sia AC, <C, C siha egualmente 2 (4C) < AC, ma
- AC, < CB, percio 3
cosi dimostrata anche la seconda parte del lemma.

Se 4C e CB sono eguali, dividendo 4C in due
parti 4C', C'C, siavrd 4C << CB e si ricadr nel
caso precedente. Il lemma & dunque in ogni caso di-
mostrato.

Lemma II. — Se i punti di un segmenio AB si
ripartiscono in due gruppi (X) e (Y) tali che AX sia wmi-
nore di AY qualunque siano X ¢ Y, il segmento XY di-
venta indefinitamenie piccolo.

Sia BC un segmento dato piccolo a piacere.
Dato un punto X, del gruppo (X), si costraisca
nel verso di (4B) il segmento X, X, <ﬁC cse il
puato X non ¢ un punto Y, esso apparaene ancoTa al

parte del lemma & in tal caso di-- 7

ossia 2 (4 C) < 4B. Diviso 4C in C. per modo che °

(AC) < 4B, e cost via. Resta

grupp'o (X). Si costruisca nello stesso verso il segmento
= XX e cost di seguito. Se ¥, & un punto
' qualunqne del gruppo (¥, vi & sempre un numero »
tale’ che (X,X)n > X V., quindi dopo un certo nu-
mero di siffacte operazioni si entrerd nel gruppo dei
punti ¥. Ora se X; & il primo del punti ¥ che cosl
si ottiene, il punto X, apparterrd al gruppo {X), e poi-
he X, X, = X X, < BC e per ogni altra coppia
di punti X, Y compresi fra X,., e X, anche se X, &1l
solo punto Y del segmento X,., X, sl avrd sempre
= XY < BC. Ne segue dunque che il segmento XY di-
““Venta e rimiane pil piccolo di ogni segmento dato BC,
-vale a dire esso diventa indefinitamente piccolo.
' Cor. Una serie di segmenti AX sempre crescente (o
. sempre decrescente) in un segmento dato AB ha un seg-
mento limite AC tale che AC ¢ maggiore (minore) di
ogii segmento AX.
Basta separare i punti di (4B) in due gruppi tali
che i punti di un gruppo appartengano ai segmenti 4X
‘della serie data, e i punti dell’ altro gruppo non vi
~appartengano. I due gruppi di punti cosi formati soc.I-
disfano alla condizione del lemma I ed hanno per cid
un punto limite C, (post. XI ¢ cor.) tale che 4C, ¢
segmento limite del segmento variabile 4X ed & mag-
giore di ogni stato di {4X).
Dimaostriamo ora il teor. sopra enunciato ¢ guindi an-
che il post. HI
In (4F) visono segmenti 4 X pei quali (4X)n> 4B
e segmentt 4Y pei quali (4d¥yn << 4B (lem. I). Il
- gruppo (X), e analogamente il gruppo (¥), & illimitato.
Invero se & un punto quajynque di (X)) si ha
(Aly) e AB, e indicando conﬁ il secondo estremo
~ - del’ segmento (4{3%); vi ¢ sempre nel segmento (¥, B5)
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VAN Y v
un segmemo‘\gn&’ tale che (J n}'} 4, An B, e per
cib (A I)m—%%}’] ' %A n ¥, 5. PdSto:
v

368 o
. ‘ <
E% " os! ha (4 :’)7‘"}2 4B
vale a dife il punto Nf " appartiend pure al gruppo (\%},
quindi il gruppo (%’) ¢ illimitato.

Cio posto; s¢ non vi fossero punti L ‘tali che

(AL) n = 48,4 pund 7 di (A B) rispetto al criterio
che il multiplo di AZ secondo il numero n ¢ minore
0 maggiore di 4 B, sarebbero ripartii in due gruppi
(X} e (Y) nel modo indicato nel lemma II. Ma il sege
mento XV diventa indefinitamente piccolo, e poiche i
gruppt (X) e (¥) sono illimitati, esso conteriébbe ap-
punto un elemeuto L distinto dagli estremi (post. XI
e cor.). Vi deve essere dunque almeno un punto L tale
che (A’gfnz AB

Se vi fosse un altro punto L’ tale che (ALY n==4AB
si dovrebbe avere AL == AL, vale a dire L ¢ I’
coinciderebbero. Tl teor. & dungue dimostrato.

Determinazione delia retta mediante una cop-
pia di punti (post. IV).

Nota VI, pag. 21

Ammessi i post. II, XI, Xil e V, la prima parte
del post. IV, la proposizione che la retta & determinata
da una speciale coppia di punti 4B e da tutee le alwe
date da estremi di segmenti eguali ad (4 B),.e che seuna
coppia di punti ehe non determina una reta & situara
In ogni retta passante per uno qualunque di essi, e infine

. che se un lato di un triangolo diventa indefinizamente
‘piccolo tale diventa anche la differenza degli altri due lati,
st dimostra che la retta viene dererminata da qualunque
coppia dei suol punti se essa & aperta, e da ogni coppia

unti non o‘f%osti, se essa é;hiusa (F. G. pag. 233-
234). Nell'ultimo caso resta indeterminato se una cop-
pia di punti opposti determini o no la rerra. Queste
due forme diverse sono possibili e corrispondono  alle
due forme della geometria 4l Riemann, ciod alla forma
sferica e alla forma della stella di rette (vedi a questo
“proposito le note IX, XV e XVI).

Dimostrazione del post. VIIL
Nota VII, p. 31

: Dimostriamo dapprima il post. VIII pei pund med:
~dei lati del triangolo e per quelli delle loro metd, e cost
~via. Ammessi i postulat I, II, e III {opp. XI e XII,
731V, V, VI e VII, si dimostrano i seguenti lemmi.
g Lemma L. — La retta che unisce i punti medi di
due lati diun triangolo riesce paralleln al ferzo lato; e
reciprocamente, la paralleln condotta pel punto medio di
Cun lato ad un altro lato del triangolo passa pel pumto
medio del terzo lato.
: Siano AB Cil triangolo (¥ e I’ i punti medi dei lati
L ABe 4C (fig. 1). Sia ‘4'B il segmento opposto di
o AB rispetto ad O'. Le rette 44', BB' sono paral-
lele, perché opposte risperto ad O'.
Sia O il punto medio di BB'. Il punto
opposto X di 4" rispetto ad O ap-
partiene ad 4B’ ed & tale che
A'Bz= AB" = B'X,
dunque X o coincide con 4 oppure
e & 1 opposto C di 4 rispetio a B'.
“Ma non pud coincidere con 4, perché la retta 4’0
si confonderebbe con la retta 4’4 la quale & parallela
~.come si & visto, a BB, quindi non pud incontrarla




—_ 10

nel punto O (v II, 18). Dunque A'C passa per C, e
percio A'B' ossia O'B' & parallela al lato BC come
opposta di B C rispetto ad O.

Reciprocamente, se dal punto O’ si conduce la pa-
rallela a B, essa si confonde con la retta O B, per-

che O'B" ¢ pure parallela a BC (v 1M, 18).

Lewma II. — Date due retie parallele, la paral-
lela condotta per un punto di una lovo trasversale ad una
di esse é parallela anche all’ altra.

Siano 4A4°, XX’ le due rette parallele ¢ BB' la
parallela condotta per un punto B della trasversale 4X
alla retta 44" (fig. 2).

B ¢ X rispetto ad O, ciod B ¢ X" si seguono in un

opposto a partire da 4'. Essendo dunque
AB = A'B" = A'B', AX = A'X" = 4'X’
st deduce BX == B'X’'. Se B ¢ interno ad 4X, B

parallela 4.4’ per la stessa ragione

+ la parallela passante per B alla retta /
X X' deve passare per.un punto B’
interno ad A’X' tale che A —
BX = B'X R a
vale a dire B! coincide con B’, os- X/"

sia. BB’ ¢é pure parallela a2 XX'.
Lo stesso dicasi se X & interno di /
AB. Se B & dalla parte opposta di

X rispetto ad 4, lo sono pure X' e - Fig. :
B', X' e B”, ¢ vale lo stesso ragionamento.

Dimostriama ora il post. VIIT nel caso SOpra ac-
cennato, cicé :

Sia O il punto medio di 44'; i punt opposti di .

dato verso (t. II, 17) e B" e X' si seguono nel verso

é
interno ad 4'X’, e considerando la retta X X' a cui & I

Se' dal punio medic di uno qualunque dei laii del
jangolo e dai punti medi delle sue metd, e cost via, s
conduce la parallela a un aliro lato, essa incontra il tergo
wto mel punto medio o wnei punti medi delle sue mety e
©"Sia 4B Cil triangolo dato (fig. 3)7 Il teor. & staco
“dimostrato se il punto R, dal quale si conduce la pa-
rallela ad un lato BC del triangolo ¢ il punto di mezzo
a8 del Jato BC (lem. 1). Il teor. ha Juogo
anche pel punto medio R, di K B,
perciocché nel triangolo R B Cla pa-
rallela a BC passante pel punto
medioc R, di R B incontra” il seg-
mento K, C nel szo punto medio
R, e vel triangolo R, CR la pa-

2 ]

Fig. 3 raliela al segmento R R/ passante

pel punto medio di R,C, che ¢ la stessa retta RR",
- incontra il segmento R, C nel suo punto medio R,
Si vede da cid che il teor. & verificato ogni qual-
“olta il punto considerato & uno dei pund _della fiiv;}— ‘
sione del segmento 4B in z, 22,...,2" partl eguali; in
- tal caso sappiamo che il segmento AC resta pure di-
 Yiso in 2, 2%...,2" parti eguali dalle parallele al lato BC.
Se R e R’ sono punti situati in una parallela a BC

BR EAB%» ove m < 2" si ha pure CR' == 4C =.

Py
Anche pei punti sui prolungamenti del lato 4B

che sono estremi dei maltipli di 4B e quindi anche -

pei punti di mezzo di questd multipli e COS‘I. via, & fa-

cile dimostrare il teorema.

. Premessa questa prop. ¢ i post. XI e XII si pud di-

" mostrare il post. VIII per ogni aliro pumto del lato AB.




51 pué considerare come retra il gruppe di pund
dato dagli estremi di un suo segmento 4B, dei suoi
multipli e dai punt di mezzo di essi e delle loro meta
e costviz; e inoltre da tati i puntl analoghi che si otten-
gono dalla applicazione del post. V sulla retta 4 B.
Considerate la rette 2 questo modo, valgono per esse
gli stessi post. IL IIL, IV, V, VI, VII e i teor. dati
fmo al n. 19 colle stesse dimostrazioni. Si defnisce
quindi il piano come al n. 20; il piano cosi-ottenuto
¢ un reticolato che appartiene al piano completo quando
ciod per mezzo del post. XI si imagina che siano

* possibili altri punt sopra la retra, Questo reticolato piano
¢ definito da un gruppo revtilineo 48 e da un punto
P fuori della retta 4B. Cosi sono determinati i gruppi
rettilinel 4P, PB, 4B nel modo sopra indicato, e quelli
che conginngono P coi punt del gruppo 4 B. Per que-
sto redcolato piano valgono certamente le proprietd del
piano date fino al teor. II del § 4 (pag. 59) ciod : ogni
lato di un triongolo ¢ minore delle somma degli  altrs
due ¢ maggiore della Joro differenza, da cui si ha come
corollario : se un lato di un triangolo (pensato sempre
nel reticolato suddetto) diventa indefinitamente piccolo,
tale diventa pure la differenza degli altri due laki, e an-
cora : se due lati di un triangolo diventano indefinitamente
precoliy anche 4l terzo lato diventa indefinitamente piceoln,

Premessi i post. XI e XII ecco come st dimostra

il post. VIIT per ogni punto di 4B del triangolo 4B C
che non sia un punto della sua successiva divisione
per metd, '

Siano R ¢ R’ ottenuti colla successiva divisione
per metd dei lati 4B e AC tali che RR' sia parallela

a BC e in modo che BR == 4B —E;i, CR' = AC%.

— 15 —

fip. 1) Aumentando indefinitamente #, il segmento di due
successivi della divisione per metd, che ¢ eguale a

B) _1; ,-diventa indefinitamente piccolo, quindi ogmi
3 -

nto ¥'di AB che non sia un punto R & limite d%
dite serie di questi punti a partire da 4 e da B, a cui
corrispondono due serie di punti R nel lato 4C che hanno
ééf."}'i‘inite an punto Y’ interno di AC (cor. post. XI).
Siano R e R" i punti d'intersezione della parallela
condotta per R' al lato 4B col lato BC e coila pa-
allela condotra per ¥ a BC. Si ha R"R" == RY, ¢
d’ altra parte YR" == RR' == BR"'. Se per un a'l;zro
punto R si ha R/4:<< R'4, risulea R,""B < R"™ B/
‘donde YR < YR!, vale a dire il segmento Y R'' de-
“cresce indefinitamente quando decresce indefinitamente
i segmento K'Y’ e quindi RY. o
. La serie dei punti R ha in RY " un punto _lmute
Z' (nota V), onde R 'Z’ diventa indefinitamente p1cclolo
“quando tale diventa R'R" ossia RY. perché ‘nel wian-
~golo R'R"Z' i'lat R'R", R"Z diventano. 11‘{deﬁmta-
. mente piccoli. Ma quando R ha per punto limite ¥ sul
“ilato AB, R' ha per punto limite ¥’ sul lato AC; e
- ' quindi R’ ha contemporaneamente
A due punti limitd ¥ e Z£'. Ma cid
YA -ﬁuﬁlj non & possibile se non quando ¥’
y$/\- ¢ Z' coincidono, perché se Y e Z'
) R NET fossero distint, e quindi estremi di
/ f__r ! un segmento dato &, nel rriangolo
B RIE g ¥ R'Y'Z quando R'Y',R'Z di-
: Fig 4 ventzno indefinitamente piccoli,
" ¥'Z' non diventerebbe indefinitamente piccolo. Dunque
testa- dimostrato che la parailela condotta da Y al lato
" BC incontra il lato AC nel punto ¥’ Se il punto ¥




— 14 —

& fuori di (4B)in AB, basterd far uso di un triangolo
di coi un lato sia un multiplo di 4 B che comprenda
il purto ¥, ricadendo cosl nel caso precedente.

Oss. Premesso il concetto di segment proporzionali, i1 che
si pud fare nel modo indicato nel libro Vi restringendosi ai soli
segmenti rettilinel ¢ indipendentemente dal piano, dalla dim. del
post. VIIL si ricavarebbe subito il teor. di Talete,

Considerazioni sulla validity det postulati in tutte
lo spazio.
Nota VIII pag. 33

Supponendo che i postulati valgano soltanto in un
campo limitato C corrispondente a quello della nostra
Osservazione, come si & accennato nell’ oss, I, p. 12
e nella prefazione, le proposizioni del libro T si svol-
gouo in tal caso allo stesso modo, ed & vera anche la
proprieta del teorema II, n. 1g, percheé la retta nel
campo C & un segmento. Solunto il cor. IIT del ¢, II
n. 20, cioé: « due rette del piano o sono parallele o
si incontrano in un punto » va modificato, perché nel
pianc limitato in C, due retee possone non incontrars
¢ non essere parallele. Perd il campo C s pud ima.
ginare costituito daf segment eguali;ascenti da'un pun’tc_)i-"f/“i

O dello spazio S, e poiche per la rappresentazione del & e

campo  d’ osservazione & indifferente la grandezza dei
segmenti, cosi & chiaro che date due rette non paral-
lele nel piano in C, si possono sempre scegliere 1 seg-
ment suddetd in modo che le due rette s incontrino
nel campo C e quindi possiamo ritenere valevol; nel
campo C anche le costruzioni dedotre da quella pro-
posizione quando si possono eseguire nel campo C. Ab-
biamo gid indicato nel testo il modo con cui si fa uso

;_X'I.quando si voglia limitarsi al campo C

els post. (oss.

orrispondente a quello dell c?sser‘vazione sensiblile s
2p. n. 64 e oss. m, 91). Si pud dunque svolgere la
cometria’ per questo solo campo, bjndando che le co-
iziont frolte nel testo sono valide in quante possono
aliirs: wpo C.
segFg}jvl;:zlrai?opdmgue dei postulati miei é anche que-
.'.m':re il ;z’s;;ma di proposizioni e di .:c.:sfr.u{z'r?mi dato
te5t0, 'eccezmate aleune facils modz’ﬁm{zqm, rimane lc;
2550 dnche quando Sintenda che 4 postulati valganro we
olo” campo C corrispondente a quello della mostra osser-
1 erna. -
'%z-?gz;f tale puato di vista il sistema & postglz.m del
testo & pitt naturale che non sia quello .a'domato uomla-_
nemente. Difatd a tale importante condizione non so
“disfa ad es. il post. comunemente ammesso che la retl.:at'
B2 aperta, ossia che un punto la divide in due parnl,
" come pure il post. che per un punto passa una s(;) a
- ‘paraliela ad una retta data, quando per Pamllelfe si de-
finiscono quelle rette che prolungate‘ .mdeﬁmtament.e
(intese le rette come segmenti) non si incontrano mall.
Ho indicate nella prefazione le ragioni d1datt.1che per le
.quali. ho dato i postulati per twirto lo spazio, anzlcﬁe
pel solo campo C. Che i postalati valgano anche nelio
spazio illimitato S, dato da tutte le rette p.as;anugi
un punto O (Ag. s5h sol?l pﬁ!l.'Cl?lé come si _uc:le, e
" spazio ¢i & dato dall intulmfme, lo non saprei davy
in che modo dimostrarlo. Si tratta qui di una guestione
. filosofica propriamente detia, della. cut solpmonc zi_ ma-
‘. tematico non pub occuparsi, € qun:,td} egli deve dimo-
- strare che i postulati ammessi per il campo C possono
“ritenersi valevoli o dimostrarsi per tutto lo spazio S.
Che se poi devo manifestare la mia opinione sulia gue-
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sticne, dird, come dissi nella pref. dei F. G., che noi ab-
biamo la facoltd di intuire lo spazio, ma 1 intuizione
& il risnltato di questa facoltd applicata zll'osservazione
esterna, e che modificandosi questa si modifica anche
I'intuizione.

Il problema che qui ¢i propeniamo dapprima di
trattare & questo: amwnessa lo retta illimitata e percid i
post. II, e XII per tutia la retta, ammessi nel campo C
gli altri postulati XI, IV, VII & X, la seconda parte del
post. IV (che rignarda la determinazione della retta me-
diante una coppia di puntl) per futie le coppie di punti di
cowi wno ¢ il punto O stesso, e finalmente il post. VI esteso
alle coppie complete di rette coi vertici nei punii del campo C,
dimostrare gl stessi postulati in tuiio lo spagio S°). ’

Dim. del post. X1 nello spazio

Ammesso il post. XI per un segmento 4B, esso
vale per tutta la rerta. Infatti non esistendo pel post. XI
un segmento minimo 4 5 intorno ad un punto 4 di C
non pud esistere pel post. II un segmento minimo in-
torno ad un alrs punto X della retra. Inoltre se si ha
un segmento Y ¥’ che diventa indefinitamente piccolo
sulla retta fuori di C, si pud sempre ritenerlo compreso
in uno dei segmenti consecutivi eguali ad 4B a par-
tire da A4, pei quali vale come per 4B (post. 1I) il
post. XL '

Gss. Alla nota XXI si vedrd come si possa evitare con op-
portune definizioni di dare un postulato per la contipuitd.

*) Lo spazic $ pud avere tanto tre dimensioni come anche
un pumero infinito di dimensioni, Il post. pratico 1 (pag. 112) serve
appunto a stzbilive che lo spazio fisico ha we dimensioni (vedi
la nota XIII).

Dim. del pest. ¥ mel campo C.
Col post. VI si ha che due rette 2 e & che si in-
ontrano in un punto del campo C sono eguali per
sscre ab = ba (def. T, 14); vale dunque per esse il
ost: V. Danque tutfe le reite che atlraversano il campo
o710 caﬁhh perché se due rali rette g e ¢ non sl
ncontrano, si pud scegliere sempre una retta b che le
111'c'ont11 tutte e due; e percid da a==b, b= ¢ si
c.
: Dim. del post. VI nelie spazio
<+ Pel post. VI valevole nel campo C vale anche in
Cil teor. che le coppie opposte al vertice sono eguali
(t. I, 17) e che la figura opposta ad una retta rispetto
ad un punto ¥ una retta (t. I1, 17), ¢ finalmente che fi-
‘gure opposte rispetto ad un punto sono eguali (t. HI, 17).
Sia ora dato un punto P fuori di € (fg. 5), il
punto P sar2 situato in una retza OX, perche lo spa-
zio S & determinato da tutte le rette passanti per 0. Sia
00, un segmento di OX compreso in Ce sia O, il punto
‘opposto di O rispetto ad O,. Siccome il post. VI vale
er i punti O e O, cosi lo spazio intorno ad O, & op-
Gsto e percid ecruale a quello intorno a O. Infam
questa eguaglianza & determi-
nata dzll’eguaglianza delle cop-
pie opposte intorno ad O, (vedi
la dim. del t. 111, 17). Valeado
per O, il post. VI, se si indica
con O, il punto oppesto di O,
P rispetto ad O,, lo spazio in-
X torno ad O, & eguale allo spa-
_ 7o intorno ad 0. Ma lo spa-
- %6 intorno ad O, & eguale a quello intorno ad O, per-
¢hé-0; & opposto di O rispetto al punto medio di OO,




che & pure compreso in Ce pel quale vale il post. VI
dungue lo spazio intorno ad Oy & eguale a quello in-
torno ad . Dunque anche per le coppie di rette di ver-
tice O, vale il post. VI. Per Ia stessa ragione il post. VI
vale per i punti O,, O,,.,0, tali che 00 = 0,0, =
0,0,=0,0,=... == 0,.,0,. Tnoltre se P’ & un punto
di O, G,, Topposte di P! rispetto ad O, cade in 00,
ossia in C, e quindi vale per questo il post, VI e percid
anche per P'. La stessa cosa pud dirsi successivamente
per un punto qualunque dei segmenti O, O, 0,0,....
'Oa: Oa. Ma un punro P qualunque della retra OX pel
post. XII & uno dei punt O ovvero & compreso in
uno dei detti segmend, dungue il post. VI vale anche
per le coppie di rette col vertice nel punto P. Ma P
e un punto qualungue di S, dunque il post. VI & di-
mostrato in tutto lo spazio S.
St ha pure:

Lo spazio S ¢ éguale intorno a due qualungie  dei
SUoi pumii,

Infatti, derti X e ¥'i due punti qualunque di S, lo spa-
zio intorno a Xe ¥ & eguale allo spazio intorno ad .

Dim. del post. V nello spazio
La dimostrazione si di come pel campo C. -

Dim. del post. IV mello spazio

Le rette passanti per O nen possono coincidere
fuori del campo C, perché preso un punto P fuori di C
essendo lo spazio intorno 2 P eguale allo spazio in-
torno ad O, devono esistere deile retre passanti per P
distinte da O P, i cui punt dunque sono situati in rette
passanti per O che non coincidono fuori di C con OP.

Il punto O e un altro punto quaiunque determi-
nano per le ipotesi fatte una sola retra. Siano dati due

unt q'ﬁa}uﬁque X'e Yiuori di C. Si considerine le retee
Xoe OY, e sulla retta OX la serie dei segmenti
00, 0,0,., 0..0. (fig. 5). |

- Come si & visto, lo spazio intorno ad 0, & op-
posto allo spazio intorno a O rispetto al punto 0.,

quindi alla retta O ¥ corrisponde una retta opposta 0¥

la-quale st pud determinare il punte ¥ corrispon-
ente di ¥, senza bisogno di condurre la retra 0, F.

Uaretta OY, che & unica, deve appunto corrispondere
una retta passante per O, e ¥, che per cid & pure unica.
Cost dicasi per qualunque alro dei punt O e per qua-
unque altro punto del segmento 0O, e quindi anche
de »successivi, e quindi anche di X, dovendo essere X
sitnato in uno dei dettl segmenti (post. XII). Duanque

. per due punt qualunque di S passa una sola retta,

- Dim. del post. VII nello spazio

- Osserviamo dapprima che nel campo C valgono i
eor. I e Il nel n. 18 e i leromi I ¢ IT della nota VIL
Date -ora due trasversali 4.4, A4 4" di dee segmenti
paralleli 7 e 7' nel campo C, se O e O, sono 1 punti
medi di 44" e 4, 4, ogni segmento 4' X che unisce un
unto X di 44, con 4’ viene dimezzato in O, dal seg-

mento 00, (lem. I, nota VII) (fig. 6), e per cid anche

ogni segmento trasversale XY

/:_-\\ che unisce due punt Xe ¥ di
AR A \ b2 per'. Il segmento OO0, & metd
|o;_1;’0!¢,f"]p'; _,/\"'V di 4X. Per dimostrare cid, ba-
1 P18 sta condurre per O/ la parallela
B Jjﬂ‘. )) ad A4 nel Ptriangolu A4™X
v {len. I, nota VII). Analogamente

se 0," &il punto medio di 4' 4,

= - st ha 2 (0O0/")=A4,_.E se

¢ opposto di A4 rispetto a O/, le rette 4A', 4, A
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sonc parzllele e O O, = 4.4 . Dunque qualunque sia X
nell'interno di A 4, si ha O G‘I' <0000, <00,
e per cid O & interno di O O, ossia il segmento A' X
interseca O O, in un punto interno. Lo stesso dicast del
segmento X Y. Se ora considerasi la figura opposta del
segmentl » ¢ 7' in C risperto a un punto qualunque
OO, st ha una figura dererminata da due segmenti
r, e v/ paralleli, che sono situati nelle stesse rette ¢ e
¢ di ¥ e ', ed & eguale alla figura dire # (. IIL, 17).
Se dunque si considera un punto P qualunque della retta
¢ ossia O O, anche se P & fuori di C, colla costruzione
dei segmenti consecutivi egualiad G O, Pper il post. XIL
sard un punto del segmento O, U, e quindi vale pel
punto P le stesse proprietd dei punti compresi nel seg-
mento ) O nella figura corrispondeate a quella deter-
minata dai segmentl » e ¢ in C.

Ogoi retta che congilunge un punto A ad es. di '
col punto P deve inconwrare 7 in un punwo 4, tale che
il segmento A' A, viene dimezzato dal punto P. Infatd
scelto un segmento che siappoggiaage g’ e viene diviso
per meti daP (cid che, per quanto precede, & possibile),
la figura opposta di g rispetto a P & o’ (teor. i, 17).
e quindi il punto opposta di & sulla retta g, clod
é il punto 4,. Reciprocamente, se ¢ dato un segmento
trasversale qualunque A'Z di g e ¢ il suo punto medic P
¢ situato sulla reita o (fig. 7). Sia O il punto di mezzo di
A" 4, O, quello di 4. 4/; laretta Opposta dig
a0, ¢g,eqund 4 O 111c0nt13 o in un punto che dista
da AJ quanto 4 da A4, e che mdlcheremo con 4,. Ma O
e O, sono situati sulla retta g, dunque 4’4, (che & unica)
incontra ¢ nel punto O_. Per qualungue altro punto X
compreso fra 4 e 4, vale la stessa proprietd, perché
basta condurre per X' la retta XX’ sl che 4' X' == AX,

’

rispetto
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prefdendo X' interno ad A A, come X ¢ interno di
A, e dividere (4X) e (4'X") in due parti tall che per
= figure da esse formate valga il post. VII, come per

essendo A4, ==(A Az, A' 4, = (44,2, dunque vale
nche per la figora 44" 4., A ... Analogamente nel .
< 1 verso opposto. Qualun-

A |-~ jAz gquesiail punto Zin g,
N esso & situaro inune dei
i segmenti (Ayndi) in

uno o nell altro verso
: a partire da .4 (post.
Fee T XII), e quindi il post.
__VII vale per tatta la figura formata dalle due rette g
“ep' e dal loro segmenti trasversali.
.. Siano ora date le due rette g e o ¢ le retre trasversali
AA', A A parallele, per le figure delle quali valga pure
Al post. VII(fig. 8). Se da un punto 4" di 44', essendo
AA = AA". conducesi la parallela 474" a o: essa &
pﬁfe parallela a o', valendo per le rette A4, 4.4, il lem. Il
della nota VII; ed essendo le rette A" 4" ossiag", 4" 4/
ossia o', parallele, vale per le rette o' e o il post. VII
come per le rette g e o' considerando la fig. 44 474"
invece della figura A' A/ A4 e rpetendo la stessa di-
mostrazione. Cost si pud seguitare a costruire delle altre
figure znaloghe prendendo i segmenti successivi multi-
pli di 44’ in uno e nell’aliro verso: Dato dunque un
punto X qualungue di una trasversale 44" di ¢ e g
si pud condurre per esso la parallela a g. Se si ha invece
' punto X qualunque di S, si conduca per X una retta




che si appoggi in ¥ a o. Rignardando questa retta come
opposta ad una retra passante per un punto 4 di g in C,
il che & possibile, si pud condurre da un punto ¥ di X ¥,
e quindi anche da X, la parallela 2 g, la quale riesce pa-
raliela ad un alura parailela passante per un punto qual-
siasi della trasversale Y'Y, perché vale in tutto lo spa-
zio per la retta ¢ il lemma II delia nota VII

Fig, & Fig. ¢

Ora da X si pud condurre anche la parallela ad
un’zltra retta qualunque x di S (fig. 9). Basta a tal
uopo condurre per un punto A del campo C una retta
che si appoggi in X' alla retta x e la parallela ad 4X’
per un alwo punto ¥' di x abbastanza vicino a X’ in
modo che essa attraversi il campo C. Per'x si pud allora
ripetere quanto s'¢ detto per le rette o', ¢/ ecc. dellz fig, 8,
e quindi da X si pud condurre la parallela alla retta x.
Il post. VII resta cosi dimostrato in tutto lo spazio S.

Dim. del post. X nello spazio

Questo post. si dimostra come la prima parte del

post. IV,

Oss. 1. — Il post. VIII si dimostra per tatto lo spazio come
nella nota VIII, il post, IX sara dimostrato nella nota XI, e i
“post,. XIIT'e XIV nelle note XXVI, XXVII per tuito lo spazio §,

Noi abbiamo ammesso dapprmclp;o che i post. Tl ¢ XII pos-
sono gstendersi alla retra illimitata. Sipud dimostrare cid rappre-
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fdo. la retta illimitata in un segmento del campo C, ad es.
metodo - di Cayley-Klein, vale a dire scelti due puntt 4
in" C, costruendo la cosidetta scala armonica rispetto ad un
nto P in C nel verso da 4 a B sulla retta. Il punto P
ad ‘essere il punto all’ infinito da .4 verso B. Nello stesso
-mb_o_'éi ha un punto P, all'infinito dalla parte all’opposta, lLa
tetta illimitata & io tal caso rappresentata dal segmento PP, esciusi
gliestremi. Per i segmenti della scala suddetra valgono i post. 11
I. Al campo C sulla rewa corrisponde un campo ¢ sul seg-
6 PP intorno all’ origine O della scala, ¢ cosl per le altre
gtte passanti per (. Ammessi per questo nuovo campo ¢ i po-
come nel campo C, essi si dimostrane per tutto il campo
eterminato dai segmeunti PP nelle retee passann per O, che cor-
sponde allo spazio 8. '

- Definizione e postulate delle paraliele
' Nota IX, pag. 39

- Definite le parallele come quelle rette che non
anno alcun punto comune, o riguardando la retta come
n segmento, come quelle rette che prolungate indefi-
nitamente non si incontrano mai, il geometra russo
Lobatschewsky stabill una geometria, nella quale in
luogo di una sola paraliela ad una retta si possono con-
durre per un punto infinite rette che non incontrano la
etta e sono comprese fra due di esse, Queste due rette
i chiamano parallele alla retta data.

Nel campo della nostra osservazione le due paral-
lele passantl per un punto sarebbero vicinissime in modo
“che non si potrebbero scorgere distintamente. Ma nes-
=suno ha mai veduto due rette parallele nel senso anzi-
‘detto, due rette cloé che prolungate indefinitamente non
f incontrano mal.

" Pud anche darsi che tutte le rette del piano si in-
conttino a2 due a due, vale a dire che non esista alcuna




parallela ad una reta data. La geometria che risulta da
quesiz ipotesi si chiama geometria di Riemann, Di tale
geometria del piano si ha wna rappresentazione nella
stella di retre, se la retta & dererminara da una coppia
qualunque dei suci punti, oppure nella stella & raggi o
sulla sfera se invece le coppie di punti oppost non la
determinano. Nel primo caso al punto si fa corrispondere
la rewta, e alla recta il fascio di rette della stella, e nel
secondo caso al punto si fa corrispondere il raggio o il
punto e allareta il fascio di raggi della stella o il circolo
massimo della superficie sferica. La geometria trattata nel
testo si chiama Fuclidea. Lo spazio fisico pud avere tanto
la forma Euclidea, quanto quella di Lobatchewsky
o di Riemann, soltanto ingrandendo il campe  della
nostra osservazione potrebbe essere decisa la questione.
Pero nel campo attuale delle nostre osservazioni la
geometria Euclidea ¢ quella che ha maggiore appros-
simazione di veritd, olre che & scientificamente pit sem-
plice. Essa ¢ dunque da preferirsi alle altre due per le
pratiche applicazioni.

Il postulato delle parallele del resto ha il vantaggio,
come fu osservato, di essere indipendente dal piano e
di rendere possibile i dimostrare tmite le proprietd del
piano stesso ; in secondo luogo esso pud essere dato
soltanto nel campo C corrispondente al campo della
nostra osservazione esterna, e quindi pud essere dimo-
Strato per twittc lo spazio S. La verifica sperimentale di
€350 si appoggia sull'eguaglianza dei segmenti, conside-
rando le rette parallele come rere cpposte rispetto al
punto medic di ogni loro segmento trasversale, ma ia
verifica dell’ eguaglianza dei segmenti mediante il wa-
sporto di un oggetio sull altro & solo approssimativa,
e cio conferma la possibilitd sperimentale dei tre postu-

delle parallele, per quanto nel campo delle attuali
vazioni il postulato Euclideo nella forma da me
‘con grande approssimazione verificato,

Definizione dell’ angolo
Nota X, pag. 39

‘Nei F. G, abbiamo chiamaro sertore angolare una parte
el fascio di raggi limitati al centro, ¢ angole la sua gran-
za intensiva come la lunghezza ¢ la grandezza inten-
«del segmento. Perd mentre facciamo uso ne! testo
Segimento e della parola disionza, dapprima come locu-
one (dich. n. 27) e poi per indicare una grandezza geo-
metrica (def. TTT, n. 67), perché di tale parola si fa spesso
50: comunemente, ne & opportuno farne senza, rispar-
mmo invece negli Element la parola settore ango-
; adoperando soltanto la parola angolo, di use co-
unissimo. Se scientificamente & necessaria la distin-
zione del settore angolare dall'angolo, sebbene poi, come
distanza e il segmento, posscno in molee proposi-
ioni scambiarsi fra loro senza alcun equivoco, pure di-
afticamente in un trattato elementare non conviene
mutare senza necessitd " uso di parole accertate comu- _
nemente da secoli. per cid che anche la grandezza
tensiva del setrore angolare " abbiamo chizmata an-
golo (def. III, n. 67). Cosl abbiamo chiamara angolo la
arte di piano determinata da un angolo del fascio per
fon introdurre un nuovo vocabolo (def I, n. 21),” men-
e nei F. G. I'abblamo chiamata settore piano. Dipende
forse dai vari significari della parola angolo la ragione
delle difficolrd trovate per definire "angolo.
- Vedi sulla definizione di angoelo la nota a pag. 618

dei F. G.




on: ¥ puo essere in (4 B) un altro punto egualmente

Dimostrazione del post. X, ante da P. E per ogni altro puato

Nota XI, pag. 85

. . - X > PA. Se PA < PB,

Supponiamo che siano premessi i post. XI e XII to B rat | y
. . u & sitnaro nto

¢ il cor. del lem. II della nota V che abbiamo dedotto P ot pu
. . . . . 2 $téssa semicirconferenza deter-

da essi. Premettiamo i due lemmi seguenti. sat dal diametro M .
lamertro £ passan r
Lemma L. -— Dato i segmento AB e un punto p € pe

VVEro vi & su questa semicircon-
Juori di esso tale che sia PA < PB, vi ¢ sempre in (AB) q,

Aza un punto B' tale che
un segmento A'B (che pud anche coincidere con AB) iale _

PR =
che PA" == PA, ¢ per ogui aliro panto X di ess0 & Y B' =PB. & ‘ o
PX < PBR. gnt punto X compreso fra 4 e Bo fra 4 e B si ha:

Se P4 =PB, il piede M della perpendicolare con- - PX>PdePX < PB.
dotta da P ad AB cade nel mezzo di 4B (fig. 10); Se (4B) contiene il punto M pit vicino a P del
A M__A B e per ogni punto X contenuto in metro passante per P, allora vi & in (4B) un arco
. ;#  ABsiha PX<TPA4 (v I, 27). In I'B) che soddisfa alle condizioni del lemma. Dun-
\‘\, ' tal caso A’ B cowcide con 4B, & gcc.
Se invece & PA<PB ed M :

- Dimostriamo ora il post. IX.
Osserviamo anzirtto che dal teor. I, 27 risulta
se il lato di un triangolo diventa indefinitamente
iccolo tale diventa anche la differenza degli altri due

F cade in (4 B), il punto 4 opposto di

Fig. ro Arispetto ad M cade in MB, e si ha

P4 =P4 e per ogni punto X di (4'B) si ha
PX > P4 e PX < PB :

Se finalmente M cade fuori di (48), o se cade in A4,

allora per ogni punto X di (4B) vale la stessa pro-

prictd, Nessun altro caso & possibile. Dungue ecc.

Lemma II. — Dato un arco (AB) ed un punto P

tale che PA < PB, vi ¢ sempre in (AB) wun punto B

(che pup coincidere con B) tale che PB == PB’, ¢ per

ogni alivo punto X dell'arco (AB) ¢ PA < PX <PB

Oppme vi & un punte A' tale che PA = PA ¢ per

ogni altro punto X dell'arco (A'B) si ha PA<<PX < PB.

Supponiamo dapprima che l'arco (A4 B) contenga il

punto NV pit distante da P (fig. 11). Se P4 == PB, allora

per ghi aleri punti »
“di‘esso si abbia Fig. 12

PX< b (fig. 12). Non pud essere che ogni seg-
ento PX maggiore di a sia anche maggiore di ¢, per-
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che la differenza fra PX e PA4', comunque X sia vicino
ad A', rimarrebbe maggiore del segmento ¢ — a.

Cid posto, consideriamo tutti i punti X di A'E
pei quali g < PX (s Ordinando 1 punt X nel verso
A'B', 1a serie corrispondente di PX non pud avere un
segmento massimo PX|, perché fra un segmento PX,
della serie e ¢, come fra @ ¢ ¢ vi & sempre un segmento
PX maggiore di PX, e minore di ¢ che appartiene per-
cio alla serie suddetta. Si pud supporre inoltre data
una serie X, fraipunt X nel verso 4'B’ tale che quando
A'X, & maggiore di 4'X, sia PX, > PX. Difarti nel
segmento od arco X, B’ havvi un segmento od arco
X' B tale che nel solo punto X'a si ha PX's == PX,
mentre per ogni alwro puate X di (X'a B! si ha
PX, > PX, Infine la serie AX, ha un punto limite ¥
wale che (4Y) > (4X,) qualunque sia » (cor. lem. II,
nota V) pel quale si ha pure PY > PX, ; che se cid
non fosse, ¥ non sarebbe situato, contrariamente alla
costruzione fatta, nel segmento X,B. Da ttto questo
si conchinde che non pud essere PY < ¢, perché Y
sarebbe un punto X e quindi sarebbe compreso in an
segmento AX, Né pud essere £V > ¢, perché la diffe-
“enza tra PY e PX, sarebbe sempre maggiore di PY — ¢
mentre PY & limite di PX,; .dunque PY == ¢ ¢ v. d.

Elementi all’ infinito improprl e atbuali

Nota XII, pag. 110

Mediante le definizioni di punto, reita ¢ piano al-
I’ infinito date nel testo 1 introduzione di questi ele-
menti non pud dar luogo ad alcun equivoco, ¢ come
gia dissi nella prefazione, essi servono semplificare
parecchie proposizioni e dimostrazioni. I punt all’ in-

Cid deve essere fatto bene risaltare anche
1 .11_1s'egnamento della geometria rproiettiva, poiché al-
ment! i giovani scambiano facilmente in qualunque

azione. Ho auzi sempre avvertito quando i pusnti che
¢onsiderano possono essere anche all’infinito, di guisa
e negli altri casi intendo sempre che i puntl siano
punti effettivi, i punti cioé dati dal post. T e ai quali
i riferiscono i postulatl. Ogni qualvolta del resto
travta di proprietd metriche, che dipendono cice dai
coricetti di eguaglianza, di distanza e di angolo, come

ad-es.: condurre per un punto una perpendicolare ad
retta, i punti sono ‘GielE effettivi.

Si possono stabilire anche per gli elementi all’ in-

ito dei concetti metrich. La rewa all’ infinito pud es-

- considerata come una circonferenza col centro in

punto qualungue effettivo del piano in modo che ad

oli eguali al centro corrispondano segmenti eguali

i paralleli e dello stesso verso sono eguali. Due rette
jano all'infinito si incontrano sempre in un punto,
due opposti se i punti della retra all’ infinio di
‘piano si fanno corrispondere ai raggi e non alle rette
del piano stesso, o di un piano ad esso parallelo. Sta-
lito'il concetto dell'egnaglianza del segment! troviamo
.ﬁc_ati i post. necessari dati nel testo, tranne il post. V11
indi si pud svolgere la geometria del piano all'infinito
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come si & fatto per la geometria della stella o della sfera,
indipendentemente perd da quest enti (F. G. pag. 361).
I punti all’ infinito del testo sono punti dmpro-
pri nel senso che sono introdotti per via di locu-
zione ¢ quindi la loro esistenza & puramente leiterale.
Essi non sono dunque da confondersi coi punti all'infi-
nito attuale dei F. G, che sono logicamente dei punti tali
e quali quelli effettivi considerati nell'ultima forma ac-
cennata nell” osservazione empirica I, n. 5 e nella
nota II5is. Quando perd si restringe I'uso dell’ in-
fnito attuale allo studio dello spazio Euclideo, esso
si comporta verso di questo come I infinilo impro-
prioc. Questa & un’altra prova che nello swdio dello
spazio Euclideo la considerazione dell'infinito attuale non
conduce ad alcuna contraddizione (Vedi la nota XXII).
Vi & questa differenza sostanziale che coi puntl all in-
finito attuale si definiscono gli elementl paralleli del si-
stema Euclideo, che fa parte di un sistema pit gene-
rale che comprende anche quello di Riemann, mentre

gli element all’ infinito improprio sono definiti mediante’

gli elementi paralleli dello -spazio Euclideo, senza che
esso faccia parte di aleun altro spazio.

Possibilith geometrica degli spazi a pin di
tre dimensioni.
Nota XII, pag. 112

Dal post. X non si deduce che la figura formata
da turd i punti che si possono considerare compatibil-
mente coi postulati dati precedentemente sia lo spazio
generato nel modo indicato nella def. I, n. 38, che si
chiama anche spagio a tre dimenmsioni, perché per un
punto di esso si possono condurre tre rette a due a

larghezza e profonditi. E per ¢id che & neces-
teor.-1 del n. 38.

6 spazio On della detta definizione non & lo
'ﬁs1c0 ma bensl la rappresentazione mentale di
ssia’ lo spazio geometrico, perché il punto non
punto materiale, ma un concetto prodotto nella
miente per virtd di astrazione nel modo indicato
55 ';i'enlp del n. 5 del testo e nella nota II bis,
 I'imagine in- uno specchio non ¢ oggetto stesso.
:postulato diamo 1l significate di essere uwna pro-
ne indimostrabile colle premesse verificate diret-

i cost stabiliti e che servono a costruire la
ispondente allo spazio fisico, come sono appunto
Hi-ne'cessari da noi dati nel testo (nota VIH), nomn &

figura

gnifica perd che esista un punto materiale fuori
spazio fisico, come con ! oss. emp. di pag. 112
mo ammesso per il piano. Per noi tutd i punt
materiali sono contenuti nel mondo che noi intwlamo
'tt'an:_lénte per mezzo dei nostri sensi, e quindi per
ettete che vi sia un ambiente esterno che lo con-
ga bisogna supporre che delle cose fuori di nei non
ercepiamo tutta Ja estensione. Questa sarebbe un’ipo-
metafisica di cui, quall matematici non possiamo
uparci, anche se le nostre costruzioni’ possono con-
re. ad ‘una tale ipotesi. Come tali-non possiamo
mettere che il minor numerc possibile di fatt che
0 sotto i nostri sensize che per la loro semplicita




possanc essere riconoscinti universalmente, applicando
alle forme astratte da essi generate il merodo dedurtivo ™).

Ma si pud osservare ginstamente: se possiamo 4s-
serive che dai soli postulatl col quali si pud costruire
il piano e dimostrare le sue proprietd non si deduce
la inesistenza di un punto faorl del piano perche l'os-
servazione stessa ci assicura invece del contrario, man-
cando 1’ osservazione esterna rispetto allo spazio ordi-
nario S, come si prova che dai poswlati del testo (ec-
cettuato s intende il post. pratico di pag. 112) nou si
pud dedurre la inesistenza di un puato fuort di §, quando
questo punto e quelli di §; debbono essere assoggertati
a quel postulati? Ho detto giustamente, perchd se si
potesse dedurre in base ai postalati del testo che a
punti fuori di §; non si possono applicare i postulati
suddetsi, I ammertere questi punti condurrebbe eviden-
temente a una contraddizione.

Quando scrissi il mio primo lavoro sogli spazi a
pitt di tre dimensioni ) la prova I'avevo dara tacita-
mente per via analitica. Ma volendo stabilire la geom.
a pitt di tre dimensioni indipendentemente da ogni con-
cetto analitico, ho ricorso alle costruzioni nello spazio S;
che derivanc dalla geom. descrittiva a quattre dimen-
sioni ***), come accennai in una nota di una mia me-
moria del 1884 "), e che sviluppai ne! 1892 in una
nota negli Atti del Circolo matematico di Palermo.

*y Per la parte didattica vedi in fine di questa appendice
cosa diciamo a proposito del teor. T di pag. 109
**Y Behandlung der proiectiv, Verhalr. ecc. Math. Ann. vol. 19.
*#xy Awd del R. Istituto Veneto, 1882,
++++) Suila superficie omaloide normale F,* dello spazio 5.
Art della R. Acc. dei Lincei, 1884,

roiezione o sezione da figure degli spazi a pin di
¢ mensioni esistono effettivamente in S§; e si pos-
10 costruire coi soli postulati dati nel testo coi quali
struisce 5; e si dimostrano le loro proprietd.

Nei F. G. ho fatto poi vedere come possiamo ima-
re'un punto fuori di §; senza bisogno di ricorrere
al miietodo analitico né a costruzioni eseguite in S

meénte l'esistenza degli spazi a » dimensioni e dello
spazio generale (che ha un numero infinito di dimensiood),
e cui ."proprieté si estendono ad ogni loro rappresenta-
one analitica € ad ogni loro rappresentazione geometrica
n 5y (vedi la nota seguente). '

JQuanto all’intuizione, nei l'applichiamo egualmente
_gh___:fspazi superiori come in S, vale a dire il punro,
1"et:;a,_ ii plano in S, ce I imaginiamo sempré come
'10::;sp'azi'o ordinario, Uno spazio §; di S, lo in-
tuizmo come lo spazio ordinario, e quando congiungiamo
due’ p'__'unti ano in & e l'aliro fuori di 5y, noi intuiamo
etta congiungente tale quale la imaginlamo ordi-
riamente, e sappiamo per i concewi stabiliti che essa
neon 'é.-s.itua,ta in §;; e poiche la retta la imaginiamo
i '.istaizte diverso da quello in cul pensiamo §;, o
aginiamo §; come un ente gia dato, cosi ci par di
derla fuori di S,

Riepilogando, lo spazio metafisico ¢ per me il mondo
noin sé, cicd indipendente da noi..Quale sia il nu-
to delle dimensioni di questo spazio non si sa né per
di ragionamento né di esperimento. Lo spazio fisico
esteriore ¢ quello determinato dal campo della nostra

‘?»;?‘4

L

Lmodo sopraindicato, ed & cost che imagino princi- —x




osservazione esterna, che dipende per cid dal primo e
dalla nostra osservazione; ha tre dimensioni. Lo spazio
geometrico intuitivo & Iimagine geometrica dello spazio
fisico, ed ha pure tre dimensioni. Lo spario geometrico
generaie ha un numero infinito di dimensioni; contiene
spazi intuitivi a quattro ecc. a n dimensioni per quanto
grande sia .

La confusione fra questi diversi significati della pa-
rola spazio pud gemerare come generd alcune critiche
errate contre la mia concezione dello spazio generale.

Priveipio di proiezione e di sezione
Nora XIV, pag. 114

Il principio su cuni si fonda la dimostrazione del
teor. VI del n. 38 vale a dire quello di dedurre da fi-
gure dello spazio ordinario delle costruzioni e delle pro-
prietz delle figure piane & assal fecondo per la geometria
proiettiva, e fu da me esteso sistematicamente agli spazi
a piut di tre dimensioni ove trova, come dissi nella prefa-
zione, il suo pib alto significato e la sua piti importante ap-
plicazione. Infatti limitandolo allo spazio a tre dimensioni
si erano ottenute solo alcune figure speciali del piano
- come proiezioni o sezioni di figure di S;; ricorrendo agli
spazi a piti di tre dimensioni st hanno invece intere classi
di enti geometrici del pianc e dello spazio S; che sono
proiezioni di un ente semplice (enie normale) di uno
spazio superiore, dalle cui proprietd si deducono pro-
prietd degli ent del pilano e di S,

Onde dapprincipio si volle g1ud1care I 1mpo11ar1za
della geometria a pit di tre dimensioni soltanto dai risul-
tatl ottenuti nello spazio ordinario, ma questo concetto &
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al 'abba’ﬁdénato e si ritiene, come & giusto, che la
ometna a pir di te dimensioni & anche importante
rsé indipendentemente dalle sue apphcazwm nello
brdmano, appunto perché lo spa?lo geometrico,
meé ho avvertito, non & pit lo spazio fisice, sebbene
7S, corrisponda ad esso. Tl campo delle ricerche
1che & andato cosi sempre pin estendend051 ed
'stando nuove forme.

Geometria della siella
"Nota XV, pag. 142 {dopo V'ess. III)

La geometria della stella di rette e quelle delle
e di raggi corrispoadono alle due forme della geo-
etria plana di Riemann accennate nella nota IX.

Geometria della sfera
Nota XVI, pag. 178

La geometria sulla superficie sterica & equivalente
cometria piana Riemanniana nella quale due rette
‘incontrano hanno due punti opposti in comune.

Versi delle figure
Nowa XVII, pag. 192

In fiessun altro dei trastati da me conosciutl & svolta
.-rigore questa questione dei versi o dei sensi delle

menn d1 due medn (facce e duedn) non si pud stablllre
nza il concetto di verso. Legendre distingue l'egua-
ghanza per congruenza da quella per simmetria, ma non
abxhsce bene, dati certi elementi eguali di due medu, se
e tf]ed};‘l siano evuah per congruenza o per simmaetria.
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Baltzer che, seguendo Moebius, si addentra meglio
degli aliri trattatisd neila questione dell’egu_aglian'za per
congruenza e per simmetria, splega, ma non deﬁmsr:e, il
verso pelle figure, ad es. del riangolo, con concett ?Lf-
fatto empirici, ciod mediante un osservatore che sta in
una posizione incomoda coi piedi sul piano e percorre i
lati del triangolo, facendo dipendere anche i versi delh«::
figure piane dallo spazic stesso. Analogamente per i
versi di un tetraedro.

Per maggiori sviluppi di questo paragrafo veggansi

i F. G. pag. 347 e 417

Moviments ed eguaglianza
Nota XVIII, pag. 198

Vedi a questo proposito i F. G. pag. 279.

Nora XIX, pag. 2071

Dal § 4 del libro 1V si vede con quale semplicitd
si spiegano le proposizioni relative al movimento senza
deformazione, e quanti e quali siane i poscufati che st
ammetono comunemente ponendo a base della geome-
tria il postulate di tale movimento. Ma cid non bﬂst‘a.
Come ho detro nella prefazione, il movimento si appoggia
€s50 stesso al concerto di eguaglianza e restringe questo
concetto alla sola congruenza quando sia applicato a defi-
nire l'eguaglianza delle figore. Lasciando stare che quando
si definisce la figura come fuogo occupate da . corpo,
at luoghi non si dice come si possa applicare il con-
cetto del movimento, basta ad es. esaminare il caso in
cui la figura & un segmento rettilineo. Si dice che il mo-
vimento di una figura avviene senza deformazione quando
le mutue relazioni fra gli elementi non si alterano. Ma
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ali sono le relazioni mume fra gli elementi di un seg-
ento rettilineo * Fsse sono relazioni fra le parti del seg-
mento che sono esse pure segmenti. Nella nota a pag. 61§
le G. e seg. osservai che l'idea di eguaglianza di due
e per cid anche di due figure, nasce dal confronto
la nostra mente fa tra esse. Ora l'idea del movi-
¢oto di un corpo & estranea questo  concetto, ma
i quella di un moto senza deformazione, perché
orpo nel movimento pud deformarsi ang sappianio
si-deforma sia pure insensibilmente. Un caso di tale
oroiazione insensibile 1o abbiamo citato alla fine della
ota 1X, da cui dipende la ragione per ia quale noi rite-
(o vero praticamente il postulato Euclideo delle paral-
nziché quello di Lobatschewsk v 0 di Riemann.
Per dire che un segmento si muove senza defor-
zione dobbiamo confrontare fra loro dne posizioni
B del segmento. Ed osserviamo che se le parti del
ento. crescono  proporzionalmente le relazion; fra
rimangono le stesse. Bisogna dunque dire che e
~del segmento in 4 e le corrispondenti del segmento
‘sono eguali, e per i si cade in wn circolo  vi-

o
‘Non dando la def. dell’egnaglianza delle figure me-
* l'uso del movimento senza deformazione per evi.
petizione di principio sopra indicara, non si pud
titenere che il concetto dell’eguaglianza di due §-
¢ Sia primitivo ed irriducibile {come qualche tratrista
fatto), perché manca allora ogni criterio per stabilire
ndo due figure sono eguali essendo dat alcani elementi
vali di esse. Ad es, quando si tratta di provare che due
goli sono eguali se hanno due lati e I'angolo com-
eguali non si pna servirsi della sovrapposizione,
¢ nion avendo stabilito che due figure eguali sono
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;to ftal. punto di vista si pud applicarle il linguaggio
..fr_xovilmento, dopo peré avere spiegato, come sioe
:at.:tq.._ nel testo ¢ nei F. G, che cosa esso significhi
Jeometricamente. : ’

sovrapponibili, non & escluso che sia i lati come gl
angoli siano eguali in altro modo, come ad es. due trie-
dri oppost al vertice (veggasi a tal proposito G. B. Ma-
rangoni« Il concetto dell’eguaglianza in geometria e 1
anovi Elementi del prof. Veronese » Padova, 1897).

Ammessa esistenza del punto fuori di 5; (cib che
come st & avvertitc & logicamente nossibile), due figure
simmetriche di S, ad es. due triedri opposti al vertice si
pOSSONO SOVIAPPOLTE, COME si pOSSONO SOVIApporTe inS,
due triangoli simmetrici del piano attraverso lo spazio
Dunque anche per cio | eguaglianza non deve essere
definita col movimento in §;. L’egnaglianza ottenuta pra
Geamente col movimento senza deformazione & dunque
una eguaglianza approssimativa che non deve servire d
base alla geometria razionale, ma serve per le pratich
applicazioni di essa nello spazio fisico, ed & percio ch
& dato nel testo il.post. pratico IL

Nel testo il post. Il stabilisce 1" esistenza di seg
menti eguali sulla retra e le loro proprietd caratteristich
e la def II, n. 14 stabilisce quandc due figure son

Postulate della continuita
Nota XXI, pag. 205

T-:_'Nell’introduzione dei F. G. ho dato due ipotesi (VI e
1I:I) per stabilire la continuitd relativa e la continuita
ssoluta della forma fondamentale {che corrisponde alla
et nella geometria), vale a dire la continuitd in un
ampo )?nito, per tatti i segmenti del quale vale il post
Archzfned ¢ (post. XII}, e la continuird quando sipam—.
n:_l_e‘t_tono1 segmenti infinid e infinitesim! (v, nota XX
Nei _F‘ondamen_ti ho detto che il con\tinuo 1nruitivc;
_'0;1‘31 definisce, ma che pel geometra basta definire il
on‘F%r.luc‘J come un gruppo di punti che soddisfa a certe |
roprietd. In qual modo si formi in noi I'intuizione del
ontinuo & un problema che spetta al psicologo risolvere
- pure puo essere risolto; come si determinibil continuc;
uale gruppo di punti, spetta al geometra. Determinando
continuo rettilineo mediante i numeri reali ordinari a
artire dla un punto come origine, oltre che si introdu-
Al o eseane, 5 subonding | somdote 4 et o
d ess Tane o a quello dei
ul_IﬂJenrordmart assoggettando cost il continuo rettilineo
a1 post. d’Archimede. Ho gid detto che la possibilita di
1 nuovo postulato B con uno o pit postulati dati 4
niza Floé chie B insieme con 4 conduca ad alcuna con-’
._gd:d_mmne, ha piti sicoro fondamento quando & dimo-
stratd logicamente, e in ‘difetto di tale dimostrazione
slamo contentarci dell’ esperienza quando i post, 4

eguali. :
E fa veramente cnore 2 Buclide di aver fatt

senza del movimento dove ha potuto, poiché net su
Flementi & chiara la tendenza di evitarlo per quant
gli & stato possibile.

Nota XX, pag. 20z

Secondo quanto & stato detto alia nota X117 sul
geom. a pitl di tre dimens. la fignra va considerata in es
come rappresentazione mentale ¢ neppure come luo
occupato nello spazio fisico. Tuttavia ogni rappresent
zione mentale pud essere considerata come un 0gget
dato fuori di noi, sebbene astratto (F. G. intr. 18)
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e B siano tratti dalla diretta osservazione, la quale si
estende ad una sola parte dello spazio fisico.

Il post. XI ammette in fondo la proposizione : che
in ogni segmento dato esiste almeno un punto distinto da-
gli esiremi, e oltre a cid la prop.:

A. Quando un segmento (XX sulla reila cogli estremi
sempre variabili in versi opposti diventa indefinitamente pic-
colo, esso contiene almene un punto distinte dagli estremz ™).

E questa la proposizione che chiamo proposizione
della continuity. La prima non deriva da questa, ma de-
riva dal post. ITL, nel caso che il post. IIl non si voglia
dimostrare. E per cid che ho preferito nel testo tenere
unite le due proposizioni. Che Ja 4 non derivi dalla

prima risulta subito costruendo il gruppe di punt in

un segmente 4B che deriva dalla applicazione succes:
siva del post. III; il gruppo che cosl si ottiene soddisfa
alla prima proposizione, ma non allz 4. ‘
La prop. 4 corrisponde alle mie ipotesi VI ¢ VI
dei F."G. con questo vantaggio perd che essa & indi-
pendente dal post. d'Archimede (post. XII) o dai con-
cetti d infinito e infinitesimo. Della ip. VI e VIII ho
data una logica glustificazione mediante i numeri stessi
che da quelle ipotesi si ricavano, supponendo natural-
mente, come & possibile, che quei numeri siano poi stabi-
litci indipendentemente da guelle ipotesi. Negli Elementi
ho ricorso all’ osservazione per glustificare il post. XL,
quando U'indefinitamente piccolo si consideri come indi-
visibile praticamente (vedi oss. pag. 317 del testo), ma
<i6 non costituisce ancora a stretto rigore, una giustifica-

*) Indsfinitamente piccolo significa che il segmento diventa
e rimane da un certo stato in poi pia piccelo di ogni segmento
scelto a piacere.

[ ) [—

zione logicamente esauriente, tanto piu che se nelle pro-
posizioni svolte nel testo si possono con lievi modifica-
joni sostituize i segmenti indivisibili pradcamente agli
ndefinitamente piccoli, non sempre cid accade, perché
mentre ad es. la somma di u segmenti che diventano
definitamente piccoli per quanto grande sia n,
pare -indefinitamente piccola, la somma di #n segment
praticamente indivisibili per # abbastanza grande di un
segmento finito ™).

“In una nota « Intorno ad alcune osservazioni sui
egmentl infiniti e infinitesimi » **) ho accennato ad un
tro metodo diretto e geometrico per giustificare le ipot.
VIe VIIIdeiF. G. olaprop. 4 e recentemente con mag-
ori particolari nei Rendiconti della R. Accademia dei
ncei. Questo metodo mi permette anche di dimostrare
& nelio stabilire i fondamenti della Geometria non &
ecessario dare un postulato per la contnuitd della retta.
1.1l segmento (XX') viene considerato nella pro-
sizione A in quanto esso diventa indefinitamente pic-
lo, e quindi possiamo supporre che X si mantenga
pre da una stessa parte dei punti X' e viceversa.
“Al detto postulato sonc premessi nei Fondament
egli Elementi:

1. 1l post. 1: esisiono punti diversi;

-I1. la prop. contenuta nel post. 1I: dafo un punto qual-
i A sulla retiq esistono in un dato verso due segmenti
uno col primo Paliro col secondo estremo nel punto A ed
cuali ad un segmento XY della siessa vetia e nel verso dato.

diventa

) Wegli alui trattazl si ammette ordinariamente il postulato
ellé continuitd per un sistema di grandezze qualsiasi senza alcuna
instificazione né smpirica, né logica,

L) Math, Annalen, vol. 47, 3.
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Negli Elementi ammettiamo esplicitamente (post. II) .
e nei Fondamenti implicitamente vel concetto di egua-
glianza che un segmento non é eguale ad una sua parte *).
~ Oltre alla prop. T e II dobbiamo ammettere pure
quest’ aliro postulato : :
. I In ogni segmento AC a partire da un punto A
i un dato verso della retta vi € almeno un punto distinto
dagli estremi™); = - ..

@) Ogni punio proprio & determinato da un punio
mproprio. '

* Infatti si pud costruire un segmento (XX cogli
‘estremi X ¢ X' sempre variabili in versi opposti e che
i avvicinino indefinitamente ad un punto proprio 4.

Def. 11, —— Due punsi dad (XX7), (YV¥'} tali che XX, Ny
i seguono mel verso da Xa X' s dicono coincident! se ogni punto
‘proprio X siz un punto Y o compreso fra punti Y; oppure se
gni punto X' & un punto 7" a compreso fra punt ¥, Ciascuna
di queste condizioni ha per conseguenza 1’ altra.

; Oss. 111, — Tale definizione & verificata da wtd i punt im--
propri che determinanc lo stesso punto proprio o da due punti
“impropri che determinano due punti propri coincidenti.
Osservo.ancora che quande i doe punt (X X', (YY'} coin-
“dono won pud essere che fra 1 pund ¥ vi siano-punti X, perché
‘detii ¥, e ¥, due dei punt ¥ compresi fra un punto X’ e un altro

I
“punto Y, nel segmento ¥, Y, e nei successivi non posrebbero es-

- -servi alt;i punti X contro. la def. IT, Dalla def. I segue ancora
che il segmento X ¥° resta meggiore di un certo segmenwo g Sse
i due punt (XX, (YY) sono distint. Infatti se XY da un dato
sio stato rimanesse minore di ogni segmento dato g, allora XY
avrebbe la stessa proprietd, ¢ per cié in ogni campo di punt Y
“yi sarebbero dei punti X

©© B inversamente se il segmento X Y, si mantiene superiore ad
ogri segmento datc g i .due pund (XX, (YY) sono distind,
perche quando ‘sone coincident il segmento X ¥ diventa indefi-

Colla prop. II si dimostra la prop. III per ogni
“punto della retta.

Dalia II si deducono i teor. della somma e diffe-
renza di due e pii segmenti e dei multipli e summul- |
tipli di un segmento ***).

Posto cid procedi:;mo cost ;

Def. 1. — Dicesi punto fmproprio ogni segmento (XX') che
ha gli estremi sempre variabili in versi opposti sulla rerta e di-
venta indefinitamente piccolo,
I punti dati dal post. T si chiamano pumii propri.,
Oss.. I. — Secondo questa definizione il punto improprio
& determinato non tanto delie serie di punt X ¢ X', quanto dal
farto che (XX') diventa indefinitamente piccolo; vale a dire scelto
uno dei segmenti {XX') piccolo ad arbitrio, i segment (XX') in
_esso contenuti determinano lo stesso punto -improprio.

aitamente piccolo.
E quando i due punti souno distind, si posseno scegliere sem-

*} Nel post. IT degli Elementi & ammessa pure per ragiont S
o pre. Gue stati dei segmenti (XX, (YY) ad es. X, X, ¥, ¥ wall

didatriche la invertibility del segmento 4B = B 4, mentre nei F. G.
¢ dimostrata (pota IV), '

**) La prop. ITI, come ho detto, & contenuta con la prop. 4
n_eI post, XT degli Elementi, ed & invece dimostrata nei F. G, me-
diante le ipotesi degli infiniti e infinitesimi. '

* - * L

*) Vec‘h Elementi 0. 7, 8, g, 10. Se non si fa uso della prop.
'AB = B4 bisogna tralasciare il teor. [ del n. 8. Vedi anche F. G.
intr. . 72, 73, 74 € 79.

segmento X’ ¥ i cui estremi X' e ¥ sono rispettivamente com-
'p'resi in (X, X, (¥, Y/) E viceversa, sg cid accade, i due punti
AXX), (YY) sono distind. v

Def. 111. — Due punti impropri (XX"), (Y ¥) si seguono in un
vérso della retta, quando considerat i dett punti determinati da
segmenti (X, X’ ) (¥, 'F)) abbastanzs piccoli (def, IIy, i puntd X, X,
, ¥/ si seguono nel verso dato.

che X ¥, sia maggiore di un certo ségmento &, & tale drmane ogni . 0
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Difatti a partire da ogni 4’ nel verso da 4 a 4’
Ortine 1 segmenti 4'R eguali ai segmenti X'¥; s
errd cost un segmento ((44") (BB")] eguale al- seg-

Oss. IV, — In virm 4
puntt impropri nell
(vedi testo m, 2},

questa def. valgono per 'ordine dei
a retta le stesse regule che pei punti propri

BDef, IV, — Per Seginento di dy

o ) ) . ;

¢ punti impropri (XX, (YY" tO‘ {(XX) (ry )J (fig. . J).. O.gm pu.mo che n‘on
stintende la coppia delle due serie qi segmend propri XY, X* ¥, artiene ai segmenti determinati dai punti B nel verso
che indicheremo col simbolo [(X X, (¥ 7).

"aBenon & punto limire dj essl, & un punto B'.
Per la determinazione del segmenty basta considerare i :

: , X x Oppure facciasi la stessa co-
puntd X e X', Ve V' 1alj da essere contenus in dee segment A B_ 8 struzione a partire da 4" co-
XX e (v, Y.} piceoli a Placere, e tali per cid che il seg- me secondo estremo nel ver
mento X' ¥ si mantizne superiore ad un dato segmento XV . : Fig. 13 . 2 !
Oss. V. — Se I punt (X X°), (YY) determinano due punti ‘ s0 dato e si avra un a tro

propri Loe L', il segmento [(X X°), (YY)} derermina il segmento gmento eguale ad [(XX') (Y.
LL e inversaments 3] segmento LL pud essere considerats come e :
un segmento che unisce due punti 1

A £ =

B - s

mpropri. .OSS. VIi. — Ia prop. T & cosi completamente verificata
Def. V. — Due segmentt (XX7) (¥ ¥y, [1X, X)) (¥ dai punti impropri e valgono per i segmenti impropri i teo-
st dicone egnali se la diferenza d X' Yo XY, diventa indefini.

itati della somma, differenza e multiplt ¢ summultipli dei
tamente piccola,

menti *),

085, TE. — Se ad ogni segmento X' ¥
mentd XY e viceversa, la differenza dej
den:i essendo s2mpre nul

¢ egugle un seg-

segmenti corrispon-
la soddisfy allz coudizione

) Dato un segments qualungue (XX (YY) esiste

di rimanere

S50 wh punio improprio distinto dagli estrems.
: mferi;_)re ad ogni segmento data €. quindi i due segmenti sono fecome gli estremi del segmento sono distinti, vi
eguali. _ :
alungue siano
Def. V1. — 1l segmento (X X) (YY) dicesi minore o mag- essere un segmento ¢ tale che qualung 7
/ r - : . ! f
giore del segmento Mxx) (¥, T,)] se sipud dare yn segmento ¢ Y'EXY >

{oss. III). Potremo dunque scegliere
egmento [(XX") (¥Y")] un punto improprio (ZZ')

tale che la differenza Iy -x
maggiore di ¢. ’

r ¥ oppure X'V, —. X'y resti

_ stinto ‘dal punid (XX), (rY'), altrimentt imaginato
b) Un Segemento ;}npropy’io non & eguale ad una sua ; o un tale punto fra (XX!} e (YY)
parte. -' — : dovrebbero X2’ ¢ Z¥" diventare
Difatti se 11 segmento [(XX') (YY) fosse eguale : i v indefinitamente piccoli, e quindi

ad una sua parte [XX) (Z2")], la differenza X' ¥ Xz Lo

: : anche XZ e XYV' = X7 + ZY",
dovrebbe diventare indefinitamente piccola, e quindi an- tre (XX'), (YY') sono dati e disting {fig. 14).
che (ZY), e a maggior ragione (Z'Y), o
(£2"), (¥¥") sono distint], '
<) Dato un punio qualsiasi (Aa) S¢ si ammette apche Ja prop. 4B = F.d, compresa
i un dato verso dye segmenti Iuno col primo [ altr

Il del testo, aliora si dimostra qui facilmente che un
col secondo estremo in (AAYY ed eguali ad un Seginento inproprio ¢ eguale al suo inyarso.
[(XX) (YY) della stessa retta nel wverso dato. :

mentre i due punti

sulla reita esisiono
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Qsg. V1ll. — Le definizioni di segmento improprio varia-
bile- e di segmento impropric che diventa indefinitamente piccelo
si danno come pei segmenti propri.

e} Se-un segmento impropric [(KX") (YY')] cogli
estremi sempre variabili in versi opposti diventa indefi-
nitamente piccolo, esso contiene un pmto improprio distinto
‘dagli estremi.

Scelto o stato del segmento [(XX' )(YY ), perla
def. IV e le oss. Il e VIIT il segmento X'Y si mantiene
superiore ad un certo segmento dato, Ad es. se i punti
¥ eX', Ye Y sono contenut
piccoli a placere (XX, (Y\¥/) di guisa che i punt
XX!'YY' siseguano nell’ordine in cul sono scritti,
il segmento X'Y si mantiene maggiore del segmento
XY, Ora quando [(XX') (YY")] diventa indefinitamente
piccolo, (X'Y) diventa pure indefinitamente piccolo, che
altrimentd il primo non potrebbe diventare indefinita-
mente piccolo. Ma il punto improprio determinato da
“(X'Y) non pud essere uno stato del punto (XX'), per-
ché lo sarebbe per la stessa ragione anche del punte
(YY), e quindi (XX"), (YY) finirebbero per coincidere,
il che contraddice alla ipotesi che (XX') e (¥Y') m-
mangono sempre distintl per quanto essi si avvicinino
indefinitamente.

0s8. IX, — D'altronde, indicato con (£ 27) il punto deter-
minato dal segmento variabile [(XX')(¥Y')], se in ogni campo
dato di pumti 7 vi sono dei punti X, vi sono anche dei pund X', e
. quindi anche pel punto (X X), che non & fisso ma variabile, ¢ pel
punto (ZZ°) non si verificano neppure le condizioni della def. II
che del resto riguarda due punti impropri invariabili.

Quando si considera un punto improprio (4.47) che deter-
mina un punto- proprio L distinto da 4 e 4, riguardando 4 e A’
e L come pund impropri succede lo stesso fatto che accade
fra i puntl (XX, (¥T') e (Z2).

nel due segmenti-

— A7 —

0ss. X, — La proposizione d) equivale alla prop. 4 della
tinuits, Per i punti impropri essa viene dimostrata, e quindi
41 ha bisogno di ammerterla con un postulato come pei punt

;Ammesso ora per la retta anche il post. XII st di-

nostra::

f) Per i segment: z'mpropﬁ sullu retin wvale il post.

‘chimede.

Difatti dati due segmenti impropri

[(44) (44N =a  [(BB) BB = ¢

iche sia ¢ < B, dico che esiste nn numero n tale

Ean > B

Il segmento [(4A4") (4,4)] = 24 si costruisce

ortando dai punti 4’ del segmenti eguali rispettiva-

; _eﬁfé ai segmenti 4’4 (oss. VI). Analogamente si co-

uiscono gh altri segment! multipli di e. La differenza
segmenti variabili (.4'4,) e (d'4)n diventa indefi-
iente piccola, perché si ha:

;___AA A A A A+ A4 A A,
AA' A n A'4 + 4’4 +. 4, 4,

ntre 4 4, A4 .,An_, A dwentano indefinitamente

iccoli e qumd1 tale diventa anche la loro somma.

Ii segmento 4’4, diventa e rimane superiore ad un

me'nto dato ¢, ché altrlmentz i punti (AA’), (4.4 coin-

idercbbero ; ed essendovi sempre 00 nlero # tal.e che

>._;B’(’3 BI(‘), ove B'0) B(M & un segmento qualunque

del segmento improprio £, si ricava che la diffe-

enza | ‘A'A)n — (B'B) resta superiore ad un segmento
oe quindi (4'A4)yn > B'B, ed anche AAW>B’B

dire :

[(A’A) (A4.A! )]n > [(BB") (BB, )] (def. VI).

I post. Il e XII riguardano la retta in sé, e am-

8550 ¢he sulla retta non vi sid un segmento minore
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degli altri si pud evitare cost di dare un nacvo postulato
per la continuitd estendendo il concetto di punto.

Ma ammessi anche gli alui post, IV, VI VII
e X, st pud evitare di dare un nuovo postulato per Ja
continuitd della retta in tutto lo spazio ?

A tale scopo dobbiamo rendere il concetto del punto
improprio indipendente dalla retta.

Se due rette hanno un punte proprio O in co-
mune {(fig. 15), supponiamolo determinato sulle due
rette da due segmentl (XX'), (YY) indefinitamente pic-
coli nel senso della defl 1. 1 segmenti
AY, XY, diventano pure indefinita-
mente piccoli, perché gli alui due lat
nel wiangoli OXY, OX'Y' decrescono
indefinitamente, Per la stessa ragione
diveatano indefinitamente piccoli (X¥'),
(X'Y). Dunque diremo:

Bel. 1. — Date due serie distnte qualunque di punt (X) (X7)
“tali ¢he 11 segmento X X7 divent indefinitamente piccolo, in
guanto esso diventa indelinitaments piccolo, diremo che esso de-
werming un pesde iwgproprio che indicheremeo con (XX,

¥s8. L. — Questa definizione comprende come caso parti-
colare anche quella del punto improprio definito precedentemente,

Def. 1. — Due pand dat (XX, (YY"}, si dicono coin-
cidenti se il segnento (X¥) divenra indefinimamente piccolo.

Oss. 1L, il segmento determinato
da un punte X o X' conun punto ¥ o ¥~ diventa indefinitamente
piccolo; basta a tal wopo ricordare che se due latd di un wian-
golo divenwuno indefinitamente piccoli, tale diventa il terzo late
(t. I,

a7h
Def. 1ML, — L' insieme delle rette proprie che si ottengono
congiungendo .t punti propri {XX') (¥YY') st chiama retia ém-
propria. B per segmento émproprio dei due pund (X X'}, (¥F7)
intendesi nsieme del segmenti determinati dalle stesse due se-
rie di pund (XX7), (¥7).
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Ggs. I — Sei pund (XX, (YY) dewerminane due
st propel L e M, la loro retta impropria determina la retsa pro-
pria che passa pei pund L, M. In tal caso 1 due pund impropri
c¢hi danno luogo sulla retta i punti L e M colncidono rispettis
amente coi punti (XX') (YF) (def. VID). :
Qss. IV, —- La differenza di due segmenti propri che ap-
partengono ad un segmentc improprio diventa indefinitamente pic-
cola; cio si dimostra ricordando che se ug lato di um triangolo
diventa indefinitamente piccole, la differenza degli altri due di-
Veiita indefinitamente piccola, e considerando i triangoli format
dzu punti X, X' coi punti Y e ¥,

La eguaglianza o la diseguaglianza di due segmend improprf
xxn (YY]] [1X, X, Y, 7,)] si definisce come precedentemente
'(def. V e VI
. Per costruire sulle retie improprie un segmento eguale ad
i segmento improprio dato [(44") (BE)]a partire-da un punto
XX') di essa (che & determinato da due serle di punti sitnatu
spettivamente sulle reite proprie 4B, 4'B’) basta portare sopra
astuna retta a partire dai puntd X e dal puni X' del segmenu
waali sulle stesse revte ai segmentl A8 e A'B’; gli estremi Yo ¥
squestl segmentl formano come & facile di vedere, un punto
propric (¥Y') che determina con (XX') un segmento impro-
o eguale al segmento dato. Se i segmento [(4d") (BE')| &
sopra una retta propria come precedentemente, allora si tralasciano
eipunti ¥ com-

1

come inutli i punti ¥ compresi fra pund Y,
st fra pund Y.

- Valgono dunque per la retta impropria le prop. B} e g) che
trispondone alla prop. II e alla prop. ¢, ammesse per la retia
ﬁpria. -

“. Cost com un’analoga dimostrazione valgono per le rette
sproprie le prop. 4/, ¢/ del n. 1, & qualora si ammeta per la
tta .propria il post. d’Archimede vale anche la prop. fi. E
ncid resta dimostrato per il segmento improprio il post. I
dimostrazo per il segmento proprio nelia

come 1o abbiamo

: ' @) Fuori della retic impropria esisiono dei punit propri.
" Per due punti impropri distinti passa wna sola relia
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Infatri scelta una retta XY propria appartenente
alia retta impropria (XX} (YY), si pud scegliere un
punto P fuorl di essa tale che la sua distanza dalla retta
XY, quando X e Y si avvicinano indefinitamente a
X'Y', resti superiore ad un certo segmento dato e. Que-
sto punto P & fuorl della retta impropria.

Per la seconda parte osserviamo che dati due punti
impropri distinti, le rette proprie da essi determinate e

~ che determinano la retta impropria sono determinate in
modo vnico dal due punt.

0ss. V. — In modo analogo si dimostra per le rette im-
proprie il post. VI, e quindi anche il post. V, quando sia am-
messo per le rette proprie.

Datala def, di rette improprie cpposte (def. I, n. 17) e quelia
di rette parallele {def, n. 13), ¢ ammesso che sia per le rette
proprie il post. VI, lo si dimostra anche per le rette improprie,

Analogamente valende il post. X pel piano effettivo, lo si
dimostra per il plano improprio, come si é dimostrata la prima
parte della prop. a).

Cid che precede non solo conduce al risultato che la prop. 4
della continnitd pud essere dimostrata pei pund impropri, ma an-
che a guest’aluc: che data la prop. 4 con un postulato pei punt
propri essa non pud condurre ad alcuna contraddizione, percheé essa
sostituisce la prep. d} che vale pai punti improprl, La differenza
sta in cid : che col post. KI del testo imaginiamo intuitivamente
che come ogni punto propric pud essere considerato come un
punto improprio, cosi ogni punto impropric determina un punto
proprio. Ma tale intuizione non ha alcuna conseguenza nello svol-
ghuento logico della geometria che & lo stesso tanto pei punt
propri guanto per quelli impropri.

Osserviamo perd che il poter risparmiare un postulato per
la continuitd non significa che la prop. 4 dawa pei punti propri
sia dimostrabile pei puntl propri, come lo seno i post. IIT, VIIT,
IX, XIIT e XIV. 1l principio della dimostrazione & quello stesso,
col quale, come accennat nella nota XIII, ho coswnito in 3 wno
spazio S, senza bisogno di dare un postulato perla prop.: Esiste
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n punto fuori dello spazio ordinario » imaginando perd in tal caso
1l punto tale ¢ quale lo imaginiamo nello spazie S

Passande poi dalla teoria alla pratica, non occorre dare al-
cun postulato pratico, come abbiamo dovuto darne uno per le tre
imensioni dello spazie fisico ¢ pel movimento senza deformazione
(post. pratici T e Il del testo), perch® ogni punto improprio de-
termina un punto materiale, e quindi i risultatl ottenuti col puntd
proprl si applicano senz’ altro al campo dell’ osservazione.

Postulato d’Archimede (post. YII)
Vota XXII, pag. 207

Il post. XII & un postulato di limitazione, perché
stabilisce che "dati due segmenti @ e 8, @ << §, vi &
é:mpre un numero # tale che an > £

- Infatti preso un punto A sulla retta come origine
si"pud costruire col post. I in uno e nell altro verso
na scala con un segmento dato AB come unita. Al-
ora ogui altro segmento dato AC maggiore di 45 nel
_mpo di questa scala soddisfa alla condizione

(AByn > AC (1)

minore di 4B, possono darsi due casi:

o Se A4C ¢
¥i 'e un numero 7 tale che

(ACyn > AB (2)

ppitre non esiste aleun numero # tale che sia soddi-

Il post. XIT esclude questa seconda possibilitd;, ma
ello stesso modo che col post. X costrmiamo lo spa-
io-S, senza che il post. X stesso stabilisca il numero
elie dimensioni dello spazio, che soddisfa ai post. I-X,
che stabiliamo per lo spazio fisico col post. pratico ],
'31 ‘possiamo far senza del post. XII, lasciando quindi
oricamente indeterminato se esistano segment AC
he non soddisfino alla (2), definendo invece il campe
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della scala di una unitd 45 e limitando le nostre consi-
derazioni geometriche al solo campo di questa scala.

In tal caso bisognerebbe dare il post. XII come
postulato pratico per le pratiche applicazioni.

Nei F. G. ho- stabilita una geometria pili generale,
nella quale non tatti i segment rettilinei soddisfano alla
condizione (1), appoggiandomi al principio gia pit volte
accennato che sono geometricamente possibili quel po-
_stulati che lo sono logicamente e non contraddicono ai
postulati che servono a definire fa figura C corrispon-
dente al campo della nostra osservazione e che verifi-
.chiamo direttamente negli oggeti contenuti in questo
campo.

I segmenti 4 C maggiori o minori di 45 pei quali
sono soddisfatte le relazioni (1) e (2} si chiamano finifi,
ma se 4C ¢ maggiore di 4B e non & soddisfatra la (1)
per quanto grande sia #, neppure 4B soddisfa alia (2}
rispetto ad A C, ed allora 4 C si chiama infinito atiuale
rispetto ad A B, e A B infinitesimo aituale rispetto ad 4 C.

La questione degli infiniti e infinitesimi attuali &
antica, ma se essa diede luogo a molte discussioni prd
e contro; cio dipese dal fatto (come osservai nei F. G.
pag. 619 ¢ seg.), che essa non fu mal né ben posta

né ben determinata, troppo spesso fu trattata piu con’

considerazioni filosofiche propriamente dette intorno al-
I'origine del continuo rettilineo che con considerazioni
puramente matematiche.

Furono date delle dimostrazioni del post. d'Archi-
" mede che come quelle del post. delle parallele di Eu-
clide sono errate. La questione & dunque questa:
_ Dati i postulatl necessari per stabilire ad es. la geo-
metria d'Euclide, quelli ad es. del testo, senza il post.
d Archimede, stabilendo la continuitd o sotto la forma
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“data nel testo o come alla nota precedente, si pud di-

mostrare il post. 'Archimede?

" La risposia ¢ negativa, e quindi & possibile una geo-

miétria projetiiva indipendente da quel postulaio mel semso

che vi sono segmenti rettilinei che non soddisfamo a quel

pestulate (Vedi anche nota XII). -
- Le eritiche pubblicate dai sigg. G. Cantor, W,

Killing e A. Schoenilies su questo argomento sono

.errate *).

Definizione di grandezza
Now XXIII, pag. 209

“Ordinariamente non si di nei tratsad di geom. elem.
a definizione di grandezza, ritenendo l2 grandezza un
oficetto  primitivo, e portando cost nello svelgimento
ogico della geometria un concetto indeterminato e su-
cettibile di varie interpretazioni. Da alcuni si dice che
rapdezza & cid che & suscettibile di aumento e di
minuzione. Tale spiegazione oltre che restringer il con-
etto di essa, non & una definizione. Cosi & unilaterale
estrittiva la definizione che la grandezza & cid che
‘pud rappresentare numericamente, come se il numero
non fosse esso stesso una grandezza. Cid presuppone nol-
iré che il concetto della grandeam numerica sia completo.
E per cid che volendo rappresentare i segmenti rettilinei
i 'soli numeri reali ordinari, non si poteva scoprire
esistenza dei segmenti infiniti e infinitesimi attuali.

Noi abbiamo dato nel testo e mei F. G. 1 cararteri
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Lemma I. — Ad un triangolo ed a quelli che si
Cottengono dividendolo com wette passanti per i suoi vertici,
i possono far corrispondere in mode determinato e unice
dei segmenti rettilinel tali che il segmento corrispondente
al triangolo dato sia somma dei segmenti corrispondenti ai
riangoli ottenuti nel modo amgidetio ¢ di cui il triangolo
dato ¢ semma.

' a) Sia ABC il twriangolo dato, e lo si trasformi nel
F tiengolo FCD equivalente
T e di altezza data e conforme
: il prob. I del n. 68 {Ag. 16).
Al wiangolo 4BC facciamo

merc ¢ siamo arrivati per ¢io al segment infiniti e in-
finitesimi attuali, mentre il sig. Levi-Civita riusci poi
a stabilire 1 numeri che se ne deducono con criteri pu-
ramente aritmetici *).

eagtil

Equivelenza. Bimosirazione dei post. XTI ¢ XIV.
Nota RXIV, pag. 214

Negli altri trattati di geometria elementare si da
subito la definizione dell’equivalenza per parti qualungue
di dve figure piane e solide, senza definire che cosa si

intenda per parti, E per cid che la dimostrazione del T - .
inari : / corrispondere il segmento
teor. III del n. 67 data ordinariamente ammette tacita- i ' o .
et CD. Dividiamo ora 4BCin
mente un altro postulato olire a quelle dell’equivalenza /B. _ ; .
i i - : due triangoli 4B, C, B 4B
propriamente detto, e cio¢ che due parti aventi un punto orta usconte dal
: ; n una
esterno ed un alwo interno 1’ una all’ altra hanno una Fig. =6 0

ertice A, e costrulamo il tiangole FCD,, equivalente
I parte AB,C e di altezza a. Al tiangolo AC B, fac-
¢larmo cor11sponde1e il segmento CD,.

-1 triangoli CFB, CﬁlD sono equiangoli e guindi

sitmh, eppero :

parte in comune {vedi nota XXVIII).

Nota XXV, pag. 222

Della definizione di figura finita diremo alla fine -
delia pota XXVIIL
CD : CB= C4 : CF (1)
Slrmlmeute i triangoli CFB, CAD, danno:
CD » CB, = C4 : CF -

Nota XXVI, pag. 223

Per la dim. del post. XIII supponiamo note tutte
le proposizioni che precedono il detto postlato e inol-
tre il capitolo sul segmenti proporzionali che & indipen-
dente dalla teoria dell’ equivalenza. Non facciamo uso
della def. di figura poligonale e poliedrica finita data
nel testo, perché ne daremo un’altra pit semplice e
scientificamente pit propria.

egue da cio:

CD : CB = CD,: CB (2)

. CD — CD,: CD = CB — CB, : CB

DD : CD= BB :CB (3)
DD:BB—=CD :CB (3

Il segmento D [ io facciamo cornspondele al trian-

") Ard del R. Istituto Veneto, 13594
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ABC somma dei triangoli 4B,C, B,AB corrisponde il
segmento {0 somma dei segmenti corrispondenti ri-
spettivamente ad 4B Ce a B AB. F chiaro che valendo
la(3) per ognitriangelo cosi ottenuto in 4 BC, il tearema
vale gualungue sia il numero dei triangoli ottenuti in
ABC con reme passanti per A.

Se invece del lato AC s adopera nella costruzione

del riangolo equivalente ad ABC nella fig. 16 il lato 4B, . -

ad ABC e alle sue parti ot-
tenute con rette passanti per
A corrispondono gli stessi seg-
menti. Sia F’ il punto d'in-
tersezione di 45 con la retta ‘
7, e BD' il segmento corri- o B' D‘Elj
spondente al wiangolo 4B C; Fig. 17

vuolsi dimostrare che CD == B’ (fig. 17). Infard i
due triangoli 4BC, AF'F sono equiangoli, essendo r e
BC parallele, quindi sono simili, vale a dire :

Cd: 4F = B4 : A4F, " (5)

ossia CAd : Cd+ AF — B4 : BA + AF'
donde C4Ad: CF—= BA:BF (6)
Ma si ha: BD' : BC = B4 : BF
g per la (1), {2) e (3) si ha:

: CD: CB = BD' :BC
dunque : CD = BDy (7)
vale a dire il segmento C.D corrispondente al triangolo
ABC ottenuto colla costruzione della fig. 16 & eguale
‘al segmento BD' ottenuto nella fig. 17,

Se ora consideriamo il triangolo AB B, ad esso
corrisponde colla costruzione suddetra un triangolo di
vertice F' e di base BD,' tale che (2]

B : BB, = BD' : BC

7 —

BD/ : BD' = BB, : BC

BD! : BD' = DD; : CD .

Ma BD' = CD, danque BD/ = DD, Vale a dire

L .triangolo AB;B corrisponde lo stesso segmento che
ella costruzione della fig. 16. Al triangolo AC B, cor-

Hisponde con questa <costruzione un Segmento DDy
he per la stessa ragione & eguale al segmento CD,

rovato precedentemente. :
‘Dimostriamo - ora che il segmento corrispondente
| triangolo A B C rimane lo stesso se invece del ver-
cé A si considera nella costruzione della fig. 16 o della
g’;"ly un altro del suoi vertici, ad es. B (fig. 18). Sia
a parallela al lato AC e alla distanza 2 da es50. Le
vette r e 7' el due
lati BC, AC del
triangolo formano
un parallelogramma
che avendo le due
altezze eguali & un
i - “rombo, e percio
[="CF. Siza CE la base del trizmgglo CFE fequi-
alente al wiangolo 4BC secondo la solita costruziong,
o che CE = CD. Infaui si ba
e CE: Cd = CB : CF,
laqxy CD:CB = CE: CB
| CD = CE. |
c'ora si divide il tiangolo 4B C in wiangoli con
pas'san'ti per B, i segment ad essi corrispondenti
anche.in questo caso per somma il segmento cof-
ndente 2l tiangolo ABC. ‘
1l teotema & dunque in ogni caso dimostrato.
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Qes. I ~= Osserviamo che il segmento corrispondente ai
triangoli 4CB,, 4B, B si otdene come quello del triangolo

ABC, Possiamo dunque dire che il segmento corrispendente ad -

un friangolo qualunque ottenuio con rette passanti per uno dei
vertici di 4B € fino all’'incontro del lato Opposto, si ottiene colla
stessz costruzione della fig. 16 applicata direttamente al triangolo
come se esso fosse isolato. ‘

Oss, 1l — I segmento corrispondente a un triangslo qua-
lunque 4BC e ad ogni suo triangolo ottenuro con retre passanti
pei vertici nel modo sopra indicato non & mai mullo, come risulta
dalla fg. 16 stessa,

Def. 1. — 1l segmento corrispondente ad un triangolo se-
condo la costruzione delle fig. 16 dicesi assosiato al triangolo 7i-
spetto al segmento a.

Lemma TL. — Qualungue divisione data di un trign-
golo ABC in wiangoli a, 8, y... 0 una suddivisione di
essi in triangoli, si oitiene mediante rvette che passano pei
vertici del triangolo ABC limitaie ai laii opposti o pei
vertici del triangolo cosi ottenuti Hmitate ai lati opposti | e
cost via.

La somma dei segmenti associati af triangoli a 8 y...
¢ eguale al segmento associato al trigngolo ABC,

Se ¢, §, y.. sono ottenuti colla costruzione indi-
cata nel lemma stesso, ciod con rette passanti pei ver.
tici del trizngolo 4BC ecc., allora ! ultima parte deriva
senz’ 2ltro dal lem. 1 colla costruzione della fig. 16.

Se invece @, B, y... non sono ottenuti in questo
modo, e prolunghiamo un lato della divisione, ad es. di «
fino ad incontrare il perimetro del triangolo 4BC o di un
triangolo della divisione in cui quel segmento & contenuto,
ottenfamo una suddivisione di & g y... in parti poligo-
nali, e quindi anche in triangoli. Sia 4B ¢ i} triangolo a.
Scelto A'B’; prolunghiamolo fino ad incontrare il peri-

metro di 4BC (fig. 19). Se la retta A'D’ passa per uno

dei vertigi, il triangolo A5 C viene diviso in due trian-

oli ;' se invece taglia due lati ad es. 4B, 4C in due

punti X| Y, il triangolo rimane scom-

posto in due parti cioé nel triangolo

AXY e nel quadrangole XYBC. Con-

N giengendo B con Y il quadrangolo re-

sta diviso nei due triangoli XYB, YBC.

Per ottenere questi tre triangoli con

rette passanti pei verticl, sl condaca

dapprima la rewa BY che divide il -
angolo ABC nei triangoli AYB, YBC; poi la

tta YX che divide il triangolo 4AYB nei triangoli

AYX, XYB.

:Scelgasi un altro segmento della divisione ad es.
B C' e lo si prolunghi fino ad incontrare i perimetri
el triangoli in cui fu diviso il triangolo 4BC e nelle
ali & contenuto tutto o in parte il secondo segmento.

Laretta B’ C' incontrerd i perimeri dei triangoli suddetti
ih uno dei due modi sopra indicati, in guisa che appli-
candd la costruzione precedente, le parti determinate
marranno divise in triangoli ottenuti mediante rette
ssanti pei vertici di ABC o dei triangoli ottenud me-
ante rette passanti pel vertici di 4BC o dei triangoli
slottenuti ¢ limitate ai lati opposti.

Facendo la stessa operazione col segmento 4' C'
ede facilmente dalla fig. 19, che rappresenta la po-
Z_l_O.ﬁ.é..pifl generale del tiangolo A' B’ €' rispetto al
golo ABC, che A'B' ' si compone di triangoli
nitl- da 4B C colla costruzione indicata e si vede
are chie i triangoli di cui si compone 4'B'C’ sono
: _:iﬁati allo stesso modo da A'B'C7.

ia T la divisione in triangoli di ABC cost co-
2, ¢+di cul alcuni o', a'... appartengono ad a. II
deéi triangoli T & finito.

Fig. 19




Seelto ora un altro triangolo 2 della divisione data
O esso appartiene ad un triangolo 7 ed allora si ripete la
stessa costruzione in I per ottenere g e guindi anche 2
0 una suddivisione di esso si otdene da T allo stesso
modo che o si ha da 4BC. Oppure # sard suddiviso in
parti dai triangoli T. Ma la parte comune di un trian-
golo T con B, si divide in un numero finito di' riangoli
che si possono costruire in T e in B per mezzo di rette

passanti pei suci vertici o dei triangoli cosi ottenuti li-
mitate ai lati opposti. Tale divisione si pud  eseguire

generalmente in parecchi modi, ma per la dimostrazione
si osservi che o la parte comune ha i suoi vertici di-
stribuiti su totdd i lati dei triangoli T e A, oppure si
possono dividere T e 4 in coppie di triangoli mediante

rette passanti pei-loro vertci e litnitate ai lati oppost,

in modo che la parte comune di ciascuna coppia sl
trova nella suaccennata posizione. Si vede poi facilmente
che la parte comune si pus allora scotporre in trian-
goli con un vertice comurne in un vertice di essa e che
si ottengono dai triangoli T e # nel modo anzidetto,
Cos! seguitando cogli aleri triangoli y.... della divi-
sione data si ha da 4BC un numero finito di triangoli
ottenuti nel modo indicato e che compongone i trian-
goli a, f, y...., se il numero di quest triangoli ¢ finito.
Ma la somma dei segment associat ai triangoli
ala' L BIAY . vy L ecc. @ eguale al segmento zsso-
ciato 2l triangolo 4 BC, mentre le somme dei segmenti
associati al triangoli
YL

a'al’.. »e'l ece

danno rispettivamente i segmenti associat ai triangoli -

% 3 y ecc, dunque il lemma & dimostrato.
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" Mef. Hl. — Dato un poligono convesso, si divida in trizn-
oli. Se a clascuno di questl triangoli si applica lz costruzione
ellz fig. 16, il segmento somma del segment as.sociati aj 'tnan--.
ol rispetto al segmento o chiamasi segmento assecialo al poligono
z.gb.e'fto al segmenlo a.
2. Data invece una figura poligonale per ssgmento ad essa a,.sso—.
to rispeito al segmento o intendesi la somma di quelli associati ai
angoli risperto al segmento a di cui la figura stessa é somma.
=" @ss. I1l. — Questo segmento dipende per ora dai triangoli
lla- divisione. .
“Def, 111, — Se il segmento associato ad una figura l'mhg.o-
aie.:.rispetto ad un segmento finito # & fnito la figura fi—ice.sal Sfinita,
C0ss, IV, — T segmenti retdlinei, che sono limitati da due
stremi, sono tutti fra loro finiti perché soddisfauo'al post. d*Ar-
Bimede {post. XI[). 1l segmento associato ad un tnfmgolO {def. I}
ungue finito, e finito & anche il segmente associato ad an po-
ono convesso secondo la def. IL Il segmento associato ad una
'gu'::rzl' poligonale pud essere illimitato, clog non essere un seg-
ato propriamente detto, ma un raggio retnlm_t.eo.
Cisedl post. XIII si limirasse ai soli poligoni, Cl.le anche se
6fio convessi st possono considerare somme di un n.urnero'
ito'di wiangoli, non occorrerebbe parlare di figure poligonali
te (vedi nota XXVIII).

Cor. — Qualungue sia la divisione in_ trzm-zgolz- d;
figura poligonale, la somma dei segmenti associali a
sid eguale al segmenio associato alla figura data.

bl I ] ' ] [ - -
Stano T == tft,.. T = '/t .. dl..le lelSlODE,H}l
ngoli di una figura poligonale F, e siano s e st i
enti associati ad F secondo queste due divisioni
ID); dico che si ha s===s'. Infatti le due divisioni
- H . L - Tofr gl
1"'ne determinavio una terza 1" di 'fnangc.}h’zﬁ ) i -
ppaftengono rispettivamente ai tiangoli 1T e 1.
gmenti associati ai triangoli " hanno per somma
altro segmento s'' associato a F (def 1I); ma 1
entl associati a quelli di essi che compongono un
Hgolo #; di T hauno per somma il segmento asso-
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ciato 4 fn, quindi 5 = 5", Analogamente s’

dunque s = s, c. v. d.

Teor. — Dividendo una figura poligonale finita in
parti poligonali, irascurandone una non ¢ possibile dividere
in parti poligonali eguali la fioura dota e quella  for-

mata dalle parti rimanenti,
O ancora:

Non ¢.possibile dividere una figura poligonale finita
in parls poligonali in guisa che, trascurandone una, si possa
ricostruire la fignra daw disponendo le rimanenti in modo

diverso.

Sia P la figura data, P’ e P due delie sue parti
e P sono associat
tre segmenti 5, s' e 5" wali che per la defl I e pel
lemma I & s' + 5" == 5. Le parii di P’
anche parti di P, e quindi i segmenti ad esse associati
sono determinati mediante una dwmone di Pin triangoli.

Ora se P fosse equivalente a P’, vi sarebbe una
divisione di P e P’ in pard pohoonah e quindi anche

tali che P + P == P. Alle P P

m tI‘l"LHUOh 115petr1\f'1mer1te ecrm

Neta XXVI

Dimostriamo ora il post. XIV supponendo note le -
proprierd gid dimostrate dell’ equivalenza prima del po-
stulato stesso e le nozioni sui segmenti proporzionali.

Ma i segment asso-
ciati a triangoli eguali rispettc 2 un Segmento  sono
eguali (def. I), dunque anche le somme dei segmenti
dei triangoli eguali in P e in P’ dovrebbero essere eguali.
Ma queste sono sempre le stesse qualunque sia la divi-

“sione di Pe P’ in triangoli (Jem. I e cor. I} dungue s
¢ s’ dovrebberc essere eguali, il che & assurdo essendo

diverso dal segmento nullo (oss. [I).

o Lemma T. — Ad un detraedro ¢ a quelll che da
ss0 si ottengono  dividendolo con piani passanii pei suoi
pigoli si possono far corrispondere in wmodo determinato
4 unico dei segmenti reltilinei tali che il segmento del fe
traedro dato siz eguale ally somma dei segmenti corrispon-
enti af tetraedri offenuti con piani passanti per uno qua-
unque dei suoi spigoli.
11 tetraedro dato ABCD (fig. 20) si trasformi in
n tetraedro equivalente CFGH che abbia I'zltezza di
F eguale ad un segmento
S dato 4 e 1 altezza di G
nel triangolo CGH eguale
~ pure ad 4. La costruzione
- si fa conducendo un piano
a parallelo alla faccia BCD
alla distanza « e dalla parte
di 4, il quale taglia 1z fac-
cia ABC secondo la retta
¢ r parallela a BC. Si tra-
sforma il wiangolo ACB
nel triangolo equivalente

ure a. Per segmento corrispondente al tetraedro
CD con51de11amo il segmento CH, si ha:

CE: CB= C4d: AF (1)
 CH:CE=CD: CG

l'segmento CH associato al triangolo DEC, come
mane lo stesso comunque si applichi ad esso la
zio'ne della fig. 16.

consideri ora un piano y parallelo ad un’altra
del’ tetraedro passaate per I alla distanza g, ad
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es. alla faccia 4BD dalla parte di C, e dimostriamo che
si -Dtiene un segmentoe corrispondente al  tetraedro
ABCD eguale al precedente CIH. Il piano y taglia la
faccia ABC in una retta #, (fig. 21). Indichiamo con
a; € a, le distanze delle rette 7 ¢ 7, dalle rette BC e
BD con /i, e 2, le altezze del vertice D nel triangoli

Conducansi per R e T 1 segmend VR ¢ TZ pa-
“ralleli ed eouah ad JM e AN ossia ad 4. Dalla figara 7
‘sl ha VOR ARS IUJEA'RS S
dunque i triangoli retrangoli /A’ SR, RVQ sono simili, /.=
“quindi si ha: :

,JDB CDB con F', E', H' i punti analoghi ai punti ) QR: VR = AR ‘{S _ &

F, E, H della fig: 2z0. T wiangoli CFE, 4E'F' sono - 05832 a, e = AS

equivalenti al tuancrolo B CI, dunque : Analogamente . ;.
{2) CFE AE' = a, : 2, (r. I, 86) @ ra — o ﬂ'S it
Dimostriame ora che: "Da cui si ha appunto la (3).
(3) bota = h ik Da (3) e {2} risulta pure:

CFE: AF = k;/: hy 1) A L7
Dalle ‘ﬁgure 21 e 22 si ha anche: '

CH:CE — h :a

AH' : AF' = ki o (et ], 79)
Dalla (4) si vede che il reitangolo di 4E e 7y =

/

, equivalente al rettangolo di CE e %, (t. I, 86), quindi ~

CH:CE = h, :a
g _ AH CE = h, +a
nde CH:AH — a:a
'leadu’e CH == AH" c. v. d. “

Se nella costruzione della fig. 20 si scambia A
on L) e quindi la faccia ABC, con 48D per trovare
| segmento corrispondente al tetraedro 4B C D biso-
na condurre un piano § paralielo alla faccia ABC
lla distanza 4. Considerando un parallelopipedo di cui
ue coppie di piani oppost siano appunto o] BCD; 4§
ABC, st dimostra facilmente che la retta d' intersezione
§ colla faccia DBC & alla distanza 4; dalla retta BC.
Indichiamo ora con Ry laltezza di 4 nel wiangolo
BC, e slano E, H' nello spigolo CB1i punti analo-

Infatti sia 2§ perpendicolare al piano 4 BC (fig. 22),
R e T 1 pledi delle altezze 22, e /.. Laretta BC & per-
pendicolare a SR, e 4B a ST. Per cosunire g, basta
condurre da D) il segmento DM == g perpendicolare
ad 7z, nel plano DK S e da M la parallela ad %, fino
ad incontrare in ¢ la retta SE. Analogamente per .-
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ghi al punt [, H. Allora st ha:
CE + CB == hy:
CE : CH —a
CE": CB = h,
Ce" : CH" == a

Dalla 1* e 3® si ha:

CE . CEV A

E da questa e dalla 2®

CE" : CH
quindi dalla 4*
CH — CH"

Dunque possiamo concludere che la costruzione
della fig. zo conduce sempre allo stesso segmento cor-
rispondente 2l tetraedro, qualunque sia la faccia e il
‘vertice che si considerano.

Tornando ora alla fig. 20 osserviamo che ad ogni
retta A5, che taglia la faccla ABC in due triangoli
CAB, BAD corrisponde un piano DA DB, passante per
lo spigole AD opposto a BC che taglia il tetraedro
ABCD nei due tetraedri ADBB,, 40B,C. Al secondo
di questi tetraedri corrisponde il segmento CH| costruito
come CH, ¢ si ha:

CE, : CB, CA: AF 5)
CH, : CE, CD: CG

Il segmento CH, corrispondente al tetraedro ADCE,
si ottiene applicando anche la costruzione della fig. 20
al tetraedro stesso.

Dalle (1) e (5) st ba:

EE : BB, = Cd : AF
HH : FE —= CD: CG

1l segmento HH, corrisponde danque al tetraedro
ADBB, applicande ad esso la costruzione della fig. 2o
come al tetraedro ABCD. Infatti se si applica diretta-
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mente la costruziene al tetracdro 4D BB, si trovine
due segmenti I'L, H'H, che soddisfano alle due ul-
time proporzioni, percid essi sono eguali rispettivamente
‘a EE e HH, il che dimostra che HH; & il segmento
corri spondente al tetraedro ADBB Il lemma ¢ dunque
- dimostrato.

0ss. L. — Anche pel tetraedro osserviamo che il segmento

~corrispondente ad un tetraedro secondo il lemma I non & mai

nullo e che il segmentio corrispondente ad ogni tetraedro ottenuto

dal tetraedro dato ABCD con un piano passante per uno deghi
-spigoli di ABCD fino all’incontro dello spigolo opposto si ouiene
‘applicando  direttamente al tetraedro la costruzione della fig. 20

come se esso non facesse parte di ABCD,
Def. I. — Il segmento corrispondente ad un tetraedro se-

condo la costruzione della fig, 20 si chiama segmento asociuto al
tetraedro rispetio al quadrate di lato a.

Lemma I — Qualungue divisione di un tetraedro
i Aetraedri a, 3y v, 0 wna suddivisione di essi in tetrae-
dri, si ottiene mediante piani che passano per gli spigoli
del tetraedre ABCD lmitati agli spigoli opposti, o per
gl spigoli dei tetraedri cosi offenuli, e cost via.

La somma dei segmenti associali ai tetraedri a, j, y..

¢ eguale al segmento associalo al tetraedro.

- La dimostrazione procede cogli stessi criteri di
quella del lemma II dato pel triangolo (nota XXVI).
Se a, f, y sono ottenuti colla costruzione indicata
nel lemma stesso, cioé mediante piani passanti per gli
spicroli del tetragdro ABCD, allora 'ultima parte deriva
sem altro dal lemma I colla costruzione jndicata nella
Se invece a, 4, y... non sono ottenut in guesto
miodo, si prolunghiuna faccia della divisione, ad es. di a,
fino ad incontrare la superficie del tetraedro ABCD,




— B3 _

Si otterrd cosi una suddivisione della divisione data, la
quale 2 sua volta pud scomporsi in tetraedri se tuite
le sue part non lo fossero. Qui si possono presentare
quattro casi:

1. Il plano passa per uno spigolo del tetraedro ta-
gliandolo in due tetraedri (fig. 23).

2. Il piano passa per un vertice, ad es. 4 e taglia
due spigoli della faccia opposta in due punt, ad es.
BC e BD, nel punti X e .
Y. In tal caso il tetraedro
ABCD resta diviso nel
tetraedro 4BXY e nella
pitamide 4 XY DC, la quale
viene divisa a sua volta dal
plano ADY in due tetra-
edii ADXY, ADCY. Que-
sti tre tetraedri st ottengono
dapprima tagliande ABCD
col piano ADY e 11 tetracdro ABDY col piano AYX
fg. 23)

3. Il piano taglia tre spigoli coucorrenti in un punto
ad es. 4 in X, Y, Z. Il tetraedro resta diviso nel tetraedro
AXYZ ¢ nel poliedro convesso BCDXYLZ, 1l quale
viene diviso dal piano BY Z nel tetraedro BXYZ e nel
poliedro BCDY Z, che a sua volta & diviso dal piano
BDY nei due tetraedri BOYZ, BCDY. Questi quattro
tetraedri in cui resta diviso ABCH si ottengono condu-
cendo dapprima il piano BDY che lo taglia nei due
tetraedri BCDY, ABDY; poi tagliando il secondo col

piano BY Z si hanno i due tetraedri ABYZ, BYZD e

finalmenre tagliando il prime col plano YZX si hanvo
1 due tetraedii AXYZ, BXYZ (fig. 24).

4. 11 piano taglia due coppie di spigoli oppost ad
es. 4B, DC; AC, BD. Cié & possibile, perche il piano
XYZ incontra la faccia BCD in una retta la quale in-
contrando gid il lato B.D di essa in vn punto interno
Z deve tagliare un altro lato in un punto interno. Ma
questo lato non pud essere BC, ché altimenti il piano
coinciderebbe colla faccia 4BC, dunque deve incontrare

- CD inun punto interno A Si hanno cosi le due parti

convesse BCXYZW, ADXYZWW (fg. 25). La prima

.'_viene divisa dal piano BYZ nel tetraedro B XY Z e nella

piramide BCYZ W, ¢ questa nei due tetraedri BCYZ,
CYZW col plano CYZ. La seconda invece viene divisa
dal plano AYZ nel terraedro AXYZ e nella piramide

ADYZIW la quale viene divisa alla sua volta nei te-

traedri ADYZ, DYZIV dal piano YZD. Questi sei te-
traedrd, in cui viene decomposto il tetracdro ABCID s

possono ottenere nel modo indicato dal lemma. Ciod:

'_'ABCD viene diviso dal piano BPY nei due teuaedn
YABD, YBCD; YABD dal plano CYZ nei tetraedr

Yz, CYZD, e questo dal pianc YZ ¥ nei tetraedri

CYz W, DYZW. Analogamente pel tetraedro YA BD.

e e
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In ognuno di quest casi la socmma dei segmenti

assoclati ai tetraedri di ABCD & eguale a quello di

ABCD. Scelgasi ora un’ altra faccia della divisione de-
bitamente prolungata fino ad incontrare le superficie delle
parti convesse dei tetraedri in cui fu diviso il tetraedro
ABCD dal primo  pianc e nelle quali essa & in parte
0 in tutto contenuta. Questa faccia cos) prolungata in-
contrera la superficie di questi tetraedsi in uno dei modi
sopra indicati, in guisa che applicando le costruzioni
precedenti, le parti determinate dal primo e dal secondo
piano in ABCD debitamente prolungati rimarranno di-
vise in tetraedri ottenuti mediante piani passanti per gli
spigoli di 4BCD e dei tetraedri cost ottenu, e cosl via.
Cosi continuando con una terza e quarta faccia del
tetraedro «, o risulta formato da un numero finito di
tetraedri ¢’ a”... ottenuti nel modo suddetto. I tetraedri
a' a”... si ottengono colla stessa costruzione anche
d'a a. Applicando ora la stessa costruzione ai tetraedri
rnyanenti . v ecc. come si & indicato pei triangoli, la
prima parte del lemma riesce dimostrata.
Ma la somma dei segmenti associati dj
a'a .. A ! :
¢ eguale al segmento associato nel tetrraedro A BCD,
mentre per la def. T le somme dei segmenti associaii

H - : o ' . : 3
at tetraedri a’'a’.., 88" ., y'»".. damo i segnienti

corrispondenti ai tetraedri «, 4, »... Duanque il lemma &
dimostrato.

Def. I1. — Divisa una figura poliedrica in tetraedri, la somma
£gmenti corrspondentd a questi tetraedri chiamasi segmiento
@5Seciato gila parte poliedrica.

dei s

Lemma II. — Qualungue sia la divisione in letrae-
dri di wma figura poliedrica, la somma dei segmenti as-

e 1

sociali ad essi € eguale al segments associato alla  fi-
gura data.

La dim. & analoga a quella del cor. del lemma 11
dei poligoni. F finalmente si di la dimostrazione del po-
stulato XIV come quella del post. XIIL

Noma XXVII, pag. 318

Al n. 92 abbiamo generalizzata la definizione del-
{'equivalenza data per le figure poligonali e poliedriche
e per le parti poligonali di esse (def. IV, 67) e per 1
i tetraedri (defl II, 92) dicendo:

Due figure sono equivalenti quando sono somme

~di parti ciascuna a ciascuna eguali, od anche quando

sono limiti di figure eguali od equivalenti.

La dim. del post. XIIT per le parti qualunque di
una figura poligonale o del post. X1V per le parti qua-
lunque di una figura poliedrica & analoga a quella del
cerchio e della sfera (t. IV, n. 92 e t. V, . 94).

Dopo tale definizione due figure possono essere
equivalenti anche quando le parti eguali in cui si scom-

pongono le due figure non siano poligonali o poliedri-

che, ed allora si pnbd dimosirare che due poligoni equiva-
lenti, anche secondo la def. VI del n. 92, si possono sem-

-pre scomporre in un numero finito di triangoli ad wno ad

uno rispettivamente eguali.
Di una tale dimostrazione non vi & bisogno nel

testo appunto perché la def. data prima del n. 92 (def.

1V, 67) riguarda solo le parti poligonali delle figure po-

ligonali. Ma gquando si di, come si fa ordinariamente, la
.definizione dell'equivalenza addirittura per parti qualunque

delle figure, allora la dimostrazione & necessaria quando

“per dimostrare ad es. la equivalenza di due prismi, che

e
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hanne sezioni normali equivalenti e agli spigoli laterali
eguali, si suppone che le sezioni normali equivalent sianc
scompomblll in triangoli eguali. Una tale dimostrazione
¢ accennata invece negli Element di De Paolis, ma
manca affatto negli aleri trattati da me conosciut, e tale
mancanza ¢ un errore che bisogna evitare anche perche
intuitivamente non si vede affatto che se due pohcom
sono equivalenti in modo qualunque, essi possano essere
divisi in triangoli rispertvamente eguali.

0ss. Il post. dell’ equivalenza dato ordinariamente & in so-
stanza questo : Se si scompone nna granderza finita in parti, trascu-

randone ung now 51 pud ricomporre il tutlo colle parii rimanenti,
Quale sia una grandezza finita ¢ quali siano le parti di essa

non si dice, sicch? come abbiamo veduto si supplisce tacitamente-

A questa mancanza con alirl postulat.
Fu proposto nel Periodico di Mnismatica (Vo ol. X, lasc, V-VI)

di definire la grandezza finita come quella nella quale la sottrazione -

ripetuta di una sua parte da essa ha un termine, Allora bisogna
stabilire con un postulete che i poligoni, poliedri ecc. sono figure
finite, Cosl si cambia la forma ma lz sostanza della questione
rimave la stessa, E fu anche ivi asserito erromeamente che il po-
stulato & indimostrabile perché esso & la traduzione della proprierd
di finite attribuica alla parte interna del poligono,come se fosse
necessario per definire la parte interna del triangolo e del peligono
ricorrere al concetio di finito. Ed invece di tale condetio si pud far
senza dimostrande prima il post, XIIL pel trdangolo, poi pel po-
ligono convesso e quindi per le figure poligonali composte di un
aumero # di poligoni convessi, seguendo proprio lo stesso metodo
sopra indicaro.

La definizione sudderta di grandezza finita ha poi quest’aliro
difetto che non ha il postulate dato comunemente, & cioé che
ogiti grandezza caratrerizzata dalla propriesd della definizione & finita,
mentre il concetto del finito dipende dal post. dArchimede
{post. XIIj, perch® vi sono figure infinite artuali che godono la
'stessa proprietd,

Anche per le osservazioni fatte alle note XXIV e XXVIIT mij
_pare che il metodo seguito nel testo col quale si definisce Pequi-

valenza dapprima rispetto alle pard poligonali e poliedriche fino alla
teoria del cerchio e dei corpl rotondi, sia da preferirsi oltre che
scientificamente anche didatticamente. T’altronde questa teoria non
¢ nel testo pitt estesa di quanto 1o sia in aler tracteti diffusi nelle
nostre scuole, Olire 2 cio essa offre il vantaggio che 1 postulati
KIIT e XIV sono proposizioni che I insegnante pud chiedere allo
scolaro (come pud chiedere in mancanza di tempo quelle analoghe
pel cerchic e pei corpi rotondi) non sclo basandost sull’ intuizione

ma eziandio sul fatto che esse sono dimostrabili.

Sistema lineare omogeneo e continue di grandezze

‘Nota XXX, pag. 246

Nel testo ¢ definito questo sistema colla corrispon-
denza alla retta, in modo che si possono trasportare
alle grandezze del sistema i tecremi dimostrath pel seg-
menti corrispondenti della retta. E cid didatticamente ¢
‘certamente pili semplice, poichd si si giova di un ente
‘che gid si conosce logicamente e intoitivamente, e fa
rilevare inoltre 1 importanza che ha la retta non solo
‘come figura fondamentale di costruzione della geometria,
‘ma eziandio come figura di riferimento.

. Si potrebbe dare pert la definizione di tale sistema
md1pendentemente dalla rerta stabilendo per esso le pro-
prietd fondamentali corrispondenti ai postulati della retta

- *) Vedi anche A assioma d'Archimede e il continuo ret-
tlireo, At della R. Ace. dei Lincei, 18g0.




S V.

Pefinizione di rapporte
Nota XXX, pag. 260

Nel testo ho introdotro per maggior semplicitd di-
dattica la parola rapporto fra 4 e B e A" e B’ per in-
dicare che 4 e B, 4" ¢ B’ sono proporzionali {d. L 76).
Nei F. G. ho definito per rapporto di 4 a B la stessa
coppia 4B in quanto si considera la costruzione di A4
mediante multipli e summultipli di B o mediante il li-
mitd di una serle di muldpli o di summuldipli di B
(F. G. pag. 172). Il rapporto non é dunque la stessa
coppia 4B, ma un contrassegno di essa. E tale defini-
zione mi pare scientificamente pit propria, perche il
rapporto & cosl un attributo della coppia, ¢ non & ana
parola per indicare un fatto che avviene fra due coppie
e che si esprime gia dicendo che le coppie sono pro-
porzionali. E come nei F. G. abbiamo sempre seguito il
orincipio di ricavare le nozioni matematiche dalle ope-
razioni del pensiero stesso, cosi abbiamo sempre preferito
di dare le definizioni matematiche pitt rispondenti alla
natura deile cose definite.

Probl. IV ¢ V n. 88
Nota XXXI, i)ag. 304

La dimostrazione data nel testo di questo problema
& dovuta sostanzialmente a De Paolis (Elementd di
geom. 1884). Essa ha il pregio di essere indipendeate
dalle proporzioni e dall’ equivalenza.
Se non si da il teor. VIn. 38 ¢ quindi neppure i
probl. IV n. 88 e la soluzione I della costruzione del pen-
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tagono regolare, dato il lato, (probl. V, 88), si pud ser-
virsi per guesto problema della soluzione II.

Numeri razionali e irrazionali
Nota XXXII, pag. 344

Nell' introduzione dei F. G. le definizioni dei nu-
~meri reall ordinari sono ottenute mediante la rappre-
sentazione sulla forma fondamentale, e quindi 1’ inse-
gnante pué servirsi della retea tale e quale noi l'abbiamo .
definita (post. 11, XI e XI) per giustificare l'introduzione
del numeri irrazionali nell” algebra.




Semplificazioni e altre ¢sservazioni didattiche

Def. I, pag. §.

Nel sistema lineare chiuso tatti gli elementi sod-
disfano alla 1* condizione a cul soddisfano gli elementi
della serie {n. 2), perché quando si considera il sistema
in un dato verso a cominciare da un suo punto, se dopo
avere considerad tuttl o in parte gli altri elementl’ si
considera nel verso dato di nuovo il punto 4, esso si
considera allora come un nuovo punto 4. cioé come
secondo estreme di un segmento di cui il primo & 4
¢ il secondos 4, coincide con A.

Post. II.

Per maggiore chiarezza la propr;e td III st pub esporre cosi:

Dato sulla vetta un punio A e un segmento qualun-
que XY esistono in un verso dato due segmenti 'umo col
primo estremo Ialiro col seconde estremo in A eguali ad XY.

Volendo sl pud dare subito dopo il post. II il po-
stul. IV, che distingue la retta da altre linee che pur
soddisfano al post. I :

Teor. I, pag. 12.

Si pud semplificare lz dimostrazione cosi:

Un punto A4 di un sistema lineare & un nodo quando -
" a cominciare da 4 in un dato verso si ottiene nuova-
mente 4 ; poi altrl punti distind da quelli considerat.

“trambi con | origine A ;

~coincide con 4B, quindi ¢ AC =
‘secondo caso & AC parte di AB e percid & 4C << 4B,
e nél terzo & AC > AB.

“Per essere AC ==
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Indichiamo con 4, il puato 4 stesso nella seconda po-
sizione, cipé come secondo estremo del segmento 4B 4.

 Si prenda in questo segmento un punto Be da A, nel

verso di AB il segmento -4 B, = AB, cosicché AB,
A B, sono affatto distinti, ma possono considerarsi en-
si avrebbero percid due seg-
menti col primo estremo 4 dello 5SSO Verso, CORtro
il post. II.

Teor. II; pag. 13.

Nell’ enunciato & meglic sostituire la retta al si-

stema lineare omogeneo, avendo dato il post. II per la

retta indipendentemente da la def. II, pag. 12.

Seguendo la dim. del testo sard bene che "I’ insegnante os-
servi alla fine che se AP ¢ DE sono i segmentl dati, si pud
sempre costruiré un segmento 4 C = DE dello stesso verso di
AB e che per cid si ricade nel caso precedente.

Si pué semplificare Ia dim, cosl:

Siano 4B, DE1 due segmenti dati. Esiste un solo

segmento AC nel verso di 4B eguale a DE (post. II,
"3 e 2) e non pud darsi che uno dei twe casi seguenti:

¢ C nel versp -dato cade in B, o C precede B ossia
C¢& interno ad 4B, o C segue B ossia B & compreso
fra 4 e C nel verso dato. Dunque nel primo caso 4C
AB (post. II). Nel

Teor. I, pag. 14.

Si sostitnisca la dim, colla seguente pih semplice:

Sia 4B = a, BC == b, AC somma di di 2+ b.
CA (post. I, 2) esiste in CA un
punto B’ tale che CB' == a, B'4 = b (post. I, 1); ¢

‘per essere 4B = B'Ae BC' = CB sarh 4B = b,

B C=a, ciot AC ¢ pure somma dei segmenti b ed a.
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Oss. Se linsegnante vuol dimostrare 1a legge commutativa
della somma anche per » segment, allora o potra dimostrarla
dopo il tzor. Il pag. 25, oppure potra premettere il teor. I[ at
teor. 1 senza alcun inconveniente, dimostrando quella legge allz
fine della dim. del teor. 1. Pel teor. 1 pag. 25 osserverd che la
dimostrazione data per tre segmeny si estende facilnente al caso
di # segmenti, Questa estensione la potrd fare Iui stesso nella
scuola oppure proporla agli scolari come esercizio.

Def. 11, pag. 23.

La definizione delle figure eguali & subordinata al-
Vesistenza di segmenti eguali in rette diverse, il che
viene ammesso subito dopo 4l post. V. Volendo, si
pud premettere alla def. il postulato stesso per affermare
prima della definizione | esistenza di segmenti eguali
n rette diverse. Questo metodo di dare le definizioni
dopo aver provata ' esistenza di figure a cui si riferi-
scono & generalmente seguito nel testo; talora perd,
come ho detro nella prefazione, & opportuno darle poco
prima. Cost ad es. ho data la def. di sistema lineare
prima di affermare 1’ esistenza di un rtale sistema me-
diante il post. IL y

1l significato della parola eguale nella def. IT sud-
detta ¢ indicato dal fatto della definizione stessa; 'aluano
con guesta parola non deve pensare ad altro. Subito
dopo, come nel testo (0ss. emp. n. 14), si fa vedere
che la definizione & verificata empiricamente colla so-
vrapposizione delle due figure,

Ma 1 insegnante pud seguire il metodo inverso,
cioé ricavare la def II da qualche osservazione em-
pitica, ad es. anche dal movimento senza deformazione,
come nell' oss. emp. del n. 5 e del n. I4 stesso. 1
punti corrispondenti-in due posizioni 4 e B del corpo
sono quelli occupati successivamente dal corpo stesso,
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ma la definizione nel testo & indipendente dal movi-
mento ¢ comprende anche le figure simmetriche, Sard
opportuno che I'insegnante nel principio Ia ripeta quando
viene applicata a figure particolari e faccia esercitare i
giovani a risolvere qualcuno degli esercizi proposd alla
fine del libro. Dopo ci® essi troveranno assai facile la
teoria dell'eguaglianza delle figure in ogni caso che loro
“si presenti.

Teor. II, pag. 23.
Per chiarite il concetto di parte di una figura si
“richiami la def. di figura (n. 5) e la def. di parte di
un gruppo {n. 1)

Def., pag. 26.

Sard opportuno di ripetere la definizione di figura
" rettilinea nel caso della coppia di rette e di raggi sia
illimitati sia limitati al vertice della coppla

Teor. I, pag. 27.

I raggi delle coppie opposte sono considerati come
- illimitati. Ma anche se si considerano iraggi @ e b limi-
o tatt al punto O, le parti rimanenti dei raggi della coppia
‘rettilinea af, corrispondono alle parti rimanend della
coppia rettilinea eguale b g, e si ritorna al caso di prima.

Oss. Per raggio seconde la def. IV, n. 7 intendes! tanto
‘tutta la retta quanto la semiretta conmder«ta in un dato verso, nel
~secondo caso a partire dal suo estremo. Cost nella coppia di raggi
-(del. n. 16) 1 raggl possono essere illimitati e limitati dal ver-
tice della coppia, ma quando non & detto diversamente si puo in-
tendere il raggio sia mell'uno come nell'altro sense, senza alcuna
<onfusione, Per gli alunmi & forse pill opportunce considerare il
‘taggio limitato; ma di ¢ lascio gindici gliinsegnant, i quali o
“: possono fare questa distinzione laddove la credone oppertuna, come
‘ho sopra accennato pel teor, I, pag. 27; oppure possonc anche
‘fin dalla def. TV del n. 7 dichiarare esplicitamente che per raggio
"intenderd in seguito il solo raggio limirato.




Cor., pag. 32.

Questo cor. & bene sostiuirlo con questo pit semplice:

Cor. Se il punto A’ ¢ situaio sul raggio PA a par-
Hre da P verso A e se il punio X & interno ol segmenio
AB, la retta PX incontra sempre la retta A'B', se A'B’
¢ parallele ad AB, oppure se A'B' coincide con A'B.

Vale la stessa dimostrazione ; se ne rralascia perd
I ultdma parte che sl riferisce al caso non considerato
in questo cor.

Teor. II, pag. 33.

In seguito alla modificazione precedeate nella di-
mostrazione di questo teorema si scelga per segmento
VZ il segmento AZ, stesso, in modo cioé che ¥, cada
in 4. La dimostrazione resra la stessa, anzi si sempli-
fica poiché in luogo dei due wiangoli PBY,, PBZ, ba-
sta considerare il triangolo PBZ, perche il punto Y coin-
cide col punto 4 stesso.

Def. 1, pag. 35-36.

Aggiungast se credesi per maggior chiarezza:
Per determinare i versi di un fascw di raggi limitati al cen-
o si determinine dapprima i versi della parte del fascio i cui raggi

incontrano la direttrice r mediante quelli di ». [ versi della parte
rimanente sono stabilit dal precedent. Il raggio della parallels,-

condotta pel centro del fascio alla dirsttrice, che segueiraggi che
incontrano la r nel verso da 4 a2 B & precisamente PD. A quesio
seguono 1 raggi opposti dei raggl che incontrano la » nel verso
da 4 & B. Analogamente pel raggio paralielo opposta. Laddove

si parla del fascio senza che risulti se 31 suo elemento & la retta-

o il raggio, & indifferente considerare 1"uno o ' altra,

Teor. II, pag. 37.

Per rendere la prima parte della dimostrazione pii
chiara si aggiunga dopo il punto della penultima riga di
p. 37 «e per o anche P'X parallela a PB (c. n I).

E nell'ulume periodo si osservi che pel primo caso
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. Pr coincide con Py, pel secondo caso Py coincide
c.¢on Py’ e quindi Pr con Py,
' Def. 1, pag. 34. ' ,
Dopo il primo punto aggiungi « limitati al centro »
{vedi oss. precedente). E meglio dare dopo questa def.
- quella dell"angolo di due rette (def. V pag. 46).
-~ Teor. 1, pag. 39.
_ Se si vuole chiarire ancora pily la dl[l’]._dl questo -
_temerm si osservi che pel post. VIII sopra citato se A
& interno di €4’ anche B & interno di CB’ e viceversa.
Nella figura suppongo daw il primo caso. Si dimostri
che se X' & interno ad A'B’, X & pure interno ad A B.
- Per far ¢id allorché si & dimostrato che X' & interno
~ad A" B, si supponga anche che X sia esterno ad 4B
- La retta CX incontra necessariamente la retta A'B’ i
1 punto X (post. VIII). Considerando I'angolo X' CB,
essendo A Interno al segmento XB, sarda A' interno al
segmento X'B’, vale a dire X’ esterno al segmento 4'B'.
~ . Se ora & dato 1l punto X' interno ad 4'B’, la rettd.
CX' deve incontrare 4B in un punto interno X,, ché
altrimenti X' per la dimostrazione precedente dovrebbe
essere esterno ad AR’

-La dimestrazione continua poi come nel testo, cioé
o w«se pol B ece »
Teor. I, pag. 46.
_ Per chiarire che la retta » & parallela a s, si osservi
“che pel cor. pag. 40 il fascio pud esser generato dal
suo centro e da una retta qualunque del suo piano e
quindi anche dalla retta » palallela ad s.
. Se si crede si osservi nella dimostrazione che se il
punto 4’ & esterno al segmento P4 nel raggio P4, anche
B’ deve essere esterno al segmento PB nel prolunga-

mento del raggio P B (post. VIII},
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Non ho fatto I’ osservazione perché essa & intuitiva, Come
ho gia dette nella prefazicne noa ho voluto essere sempre minu-
zioso, lasciando talora dei passaggi semplici indimostrati sia per
lasciare una parte anche all’intuizione, senza fare perd mai uso ta-
citamente di postulati, sia anche per lasciarli svolgere all inse-
gnante 0 al glovani stessi.

Teor. I, pag. 49.

Se si crede, per chiarice che CF non pud esser
parallela ad 4B, si ricordi il teor. I, pag. 39.

L’insegnante pud dare come cor. di questo teor. o come
esercizio, la seguente proposizione:

Un segmenio cogli estremi su due lati di un triangolo
0 interni al iriangolo ¢ inierno al triangolo.

Sia XY il segmento dato cogli estremi X e ¥ sui
lati 4B, 4C del triangolo ABC. 1l triangolo ABY ¢
interno al triangolo ABC, e il wiangolo A XY ¢ in-
terno al triangolo 4 VB, dunque 4 XY e per cid anche
XY ¢ interno al wiangolo 4B C. Se XY sono interni
al triangolo, congiunti X' e Y con 4 fino ad incontrare
in X', Y il lato BC, il triangolo XA4Y ¢ interno al
triangolo X' AY', questo ¢ interno al triangolo 4B C,
dunque ecc.

-Tale cor. 2 sottinteso nella dim. del teor. I pag. 79 perché,
si tratta di una prop. intuitiva e di facile dimostrazione.

Def. I, pag. jo.

Invece di considerare come nel testo il perimetro
del triangolo appartenente alla parte esterna si pud con-
siderarlo come limite della parte interna ed esterna,
senza airribuirlo né all'una né all’ altra. In tal caso bi-
sogna tenere lo stesso metodo per la parte interna ed
esterna delle altre figure.

Oss. IT ¢ def. IH pag. so.
Esse possono essere tralasciate nell'insegnamento. E
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facile dimostrare che un angelo piano esterno del trian-
golo, quello ad es. di vertice 4 e che & situato dalla parte
opposta di C rispetto ad A B, contiene il prolungamento

~ dellato C'B, da C verso B, ciod contiene "angolo opposto

all' angolo interno di vertice B (fig. 48). Infatd il rag-
gio CB limitato in C & situato dalla stessa parte di B
rispetto alla retta 4 C e il prolungamento del lato CB
& sitnato dalla parte opposta di C rispetto ad 4B.

Teor. II, pag. s53.

Nel caso che si creda di dare questo teor. (vedi
avvertenze) per rendere pitt chiara la dimostrazione si
faccia anche la figura in cni i punt A4 sono sulle
rvette » e 7' da parte opposta rispetto alla retta 44" nel

piano.

Teor. I, pag. 56.

Se par necessario si aggiunga: che | egnaglianza
degli angoli APB, BPA da I’ eguaglianza delle coppie
rettilinee a cui appartengono (lem. pag. 41) e che in
queste coppie ai punti AMP dell’ una corrispondono i
punti BMP dellaltra, e percid all’ angolo AMP I an-
golo BMP, che sono per conseguenza eguali (ef. I1, 1.4).

Quando pero gli scolari hanno fatto pratica abbastanza del-
I applicazione deila def, II del n. z4, allorz essi vedeno la dimo-

strazione di queste cose a volo, senza bisogno che 1'insegnante

vi insista con troppa minuzia.

Def. I, pag. 73.
Si faccia seguire questa def. subito dopo la def II

della stessa pagina.

Si aggiunga nella defirizione che alla parte interna
appartengono anche i lati dei triangoli in essa conside-

] “rati del poligono.

Teor. I, pag. 73.
Se nell’enunciato si aggiunge anche il caso che il




— 84 —

‘punto che la retta ha in comune col poligono & sul pe-
rimetro di esso, allora la dim. pud darsi colla legge di
conclusione da # a # + 1, essendo stato dimostrato il
‘teorema pel triangole {t. II e II1, pag. 50 e 51).

Oss. pag. 73. '

Che ogni poligeno convesso st possa scomporre in
triangoll con un vertice in un vertice del poligono & as-
sai facile dimostrare tenendo conto che dertd VoV, Vs
i vertici del poligono, che si seguono nell' ordine

VW Vo 1overtict sl dividono in due grappi risperto
ad una diagonale ad es. ¥, 7, ciod V, e V,...V, che sono
. situatl da parti opposte rispetto a ¥, V.. Infattl se ad es.
il vertice Vi, del secondo gruppo fosse situato dalla stessa
'parte rispetto a V; Ve detto Vi, 4, il primo vertice
dopoV,, situato dalla parte opposta (tale caso dovrebbe
presentarsi sempre perché vi sono vertici sitnati da partd
opposte di ¥, rispetto a ¥ V) ¥, 7o, 4~ | incontrerebbe
VoV, in un punto interno, e quindi non sarebbe soddi-
sfarta la def. TL .

La parte perd dell’ oss. che riguarda la scomposi-
zione in triangoll con un vertice comune nell interno
del poligono & meglio darla dopo il teor. I. Sebbene
questa prop. sia intitiva, la dim. si pud dare nel modo
seguente: ‘

Qualunque sia il vertice che si sceglie secondo Iz
def. III per costruire la parte interna del poligono essa

‘rimane sempre la stessa. Basta osservare che rurti i seg-
menti che uniscono i punt del perimetro sono interni
al poligono, come risulta dalla dim. del teor. I, 73 (vedi
cor. del teor. T, pag. 49 sopra accennato). Congiungendo
ora un punto P interno al poligono coi vertici VVV,
si ottengeno dei triangoli turti interni al poligono, perché
i segmenti che uniscono P con un lato ad es. V.7, del
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poligono e che determinano la parte interna del trian-
golo PV V, sono tutd interni al poligono.

~ Che due triangoli determinati da P con due lati
-“del poligono non- abbiano alcun punto interno comune
.81 dimostra cosi :

: Il poligono sia diviso nei triangolj che hanno per
vertici Ve ver lati i lati e le diagonali del poligono
~(fig. 79). 1l punto P o sard in una diagonale passante
per ¥, o sard interno ad uno dei riangoli sudderti. Sia
F interno ad es. al triangolo V.7V, Nell interno del
triangolo ¥ V,F, non vi & alcan vertice del poligono,
perche il vertice ¥ e i vertici ViV V. sono situati
‘da parti opposte della diagonale V. 7,. e i vertici ‘¥ v,
ViV Vi sono sitnati da parti opposte della diagonale
Vl V., di guisa che nessun vertice, ad es. Fy, pud essere
. situato dentro al triangolo VP, perché & sirnato dalla
parte -opposta di 7} rispetto alla diagonale V. _
_ Essendo ¥, e V, successivi d: V. da pard opposte
- delle diagenali 7, V,, V.V, e quindi anche della retta -
VP, gliangol: VPP, F.PV, non hanno alcun punto
interno comune. Per la stessa ragione non hanno aleun
punto Interno comune gli angoli ¥, P V., VPV, n¢ que-
sto pud avere alcun punto comune interno con VPV,
- perche 7, ¢ sitato dalla parte opposta di 7, rispetto
alla diagonale 7 V,. Cost seguitando il teor. resta di-
mostrato, e resta cost anche pienamente dimostrato che
il poligono, come asserisce la 2® parte dell’oss. di p. 73,
- pud scomporsi in triangoli con un vertice nell! interno
~ del poligono. ' '

: Def. 7, pag. 76.

- Correggere I'errore di stampa nella def, del trapezio.
E utile dopo la definizione o prima di dimostrare come
'si costruiscono il rombo, il rettangolo e il quadrato,




Teor. I, pag. 79.

Si completi Ia dim. aggiungendo dopo il primo periodo:

Essendo 04 == OB, il piede P della perpendico-
lare condotta da O ad 4B & interno al segmento AB
(t. I, 27), dunque ogni punto interno ad 4B ha una
distanza dal centro O minore del raggio (& III, 27),
dunque AB & interno al cerchio.

E preferibile dare questa forma pin completa al tecr. stesso:

Un segmento cogli estremi interni al cerchio o sulla
circonferenza @ intzrno al cevchio.

La dim. precedente presuppone la stessa proposizione pel
triangolo (vedi il cor. del teor, 1, 49 sopra enunciato).

Si pud darne un’altra indipendente da quella proposiziens,
COSL:

Siano X e Y interni al cerchio o sulla circonferenza
siavrdh OX < O < 04, essendo 04 il raggio del
del cerchio (fig. 87). Se il piede P della perpeudicolare
condotta da (O alla rerta XV, cade nell’internc del
segmento XY o nel punto X, allora OF sard 1"obligua
maggiore dei punti interni al segmento XY dal punto
0, e percid ogni punto di (XY) & interno al cerchio.

' Se invece P cade fuori di (XY), esso sard situato
dalla parte di X (t. III, 27), e quindi anche in tal caso
ogni punto interno di (XY) & interno al cerchio.

Teor. 1I, pag. 8j.

Per dimostrare che si pud scegliere il segmento
0A' maggiore del raggio si proceda cosi. Si condmea
la perpendicolare # in X ad un raggio OX non perpen-
dicolare alla retta data; essa incontra questa retta in un
punto 4’, tale che 0.4 & maggiore del raggio (t, HI, 27).

Teor. I, pag. 94.

Se I'insegnante dimostra questo teorema dimostri 0 faccia

prima dimostrare come esercizio agli scolati il teor. inverse del
“teor, V opag. 61

- Oss. 11, pag. 108. :

_ Per chiarire ancora meglio la def. di retta all in-
finito, si aggiunga dopo I ultimo punto « perché quesd

.determinano con P’ due rette del fascio di centro P,

“essendo P’ un punto qualunque ».

S’ intende che i punti P e P’ sono punti effettivi.

Teor. 1, pag. I0y. '

Lo scolaro deve concepire per spazio la figura de-

finita alla fig. 1 del n. 38 che peril post. I corrisponde
allo spagio fisico, in guisa che le proprieta dedotte per
quella figura si possono eseguire praticamente nei limiti
dell’ osservazione ¢ cogli istrumenti di cui possiamo di-
sporre mnello spazio fisico.
Il teor. T necessario appunto perché dal post. X
non si deduce che tutto 1’ insieme di punti che si pos-
sono considerare Jogicamente, in base cio¢ ai postulati
indipendentemente dall’ intuizione, soddisfi al post. pra-
tico I, ossia alla def. I del n. 38 (pag. 108).

Se si volesse tralasciare tale distinzione (che ritengo
utile acciocche risultd nettamente la differenza tra lo spa-
zio geometrico e lo spazio fisico) si puo farlo facilmente:
basta dare come post. X il post. pr. I In tal caso il
teor. I di pag. 109 non & necessario *).

*) Vel libro 1IY prima della def. T 4i pag. 108 non faccio
uso della parola spazio, & quindi le proposizioni che Ia precedono
ad es. il teor. I, pag. 105, riguardano ia classe di punt determi-
nata dai post. I-JX. Ma dopo quella definizione & chiarc {anche
se ¢id non ¢ detto in ogni proposizione ad es. nei teor. del g3

- che watte le proposizioni si riferiscono alla figura data dalla def, I
di pag. 108. Per conseguenza nonvi & bisogno di alcuna ipotesi.
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Teor. VIII pag. 130.

I teor. VI,..., X di questo numero devono. esser
segnati evidentemente col numerl VI... IX,

Si-premetta il caso ¢) al caso §).

Per completare la dim. del caso ?) si dica alla fine

e quindi p' & perpendicolare al A8 e 4'B’. Scelta un'al- |

tra perpendicolare p, ai piani = e «', p' & parallela a p, (¢)
« e quindi si ha un nuovo rertangolo 4, 4' BB’ ed in
guisa che p' & pure perpendicolare alle rette 4 B, 4'B*
ciot al piani we w'.

Post. X1,

Ho gia osservato alla nota XXI che questo postu-
lato ammertte che dato un punto A sulla rerta non
esista in un verso dato alcun segmento minimo 45,
vale a dire che sia minore di wwui gli alul avend 1
primo estremo 4 nel verso dato. Tale proprietd si di-
mostra tosto anche pel segmentl con un estremo in 4
e di verso opposto, come pure per tutti gli altri pund
della retta per mezzo del post. IL

Il post. XI si pud separare in. queste due parti;

In ogni segmento dato AB esiste un punio C distinio
dagli estremi. ‘

e nella prop. 4 della nota XXIL

Puo essere che i g credano che non vi sia che lo spa-
zio della def. I, 38, perché il testo deve occuparsi soltanto di tale
spazic che corrisponde allo spazio fisico ; ma laver dato il post.
pr. 1 dimostra che ic tengo distinta ia classe dei pupti data dai
post. T e X dallo spazio a tre dimensioni, il che I'insegnante pud
far rilevare alla fue dell’ insegnamento geometrice. Tanto ho detio
in risposta ad un’ osservazione cortese dell’ egregio prof. Pieri
{Periodico di Mar, vol. XII, fasc. sett: otobre 1897).

Errata-corrige

Da ultimo osservo che sono sfuggiti nel Hbro parecchi errori
di stampa che saranno corretti in un’eventuale ristamipa e che T in-
segnante avri cura di correggere nella scuola. Fra questi noto
qui quelli che se sfuggono a prima vista possono rendere oscuro
il ragicnamento.

A pag. 26 linea 21 ometrere « 0 solamente coppia»;a p. 99
linea 21 leggi « della metd di 4B » invece a di 4B »; a pag. 123
linea ,2/-(13;‘ » inveff__fi «¥,» e a linea 6/_\ o

« X2V, = X207 » in luogo di « X Z\Y = X2V

2.pag. 143 linea 23 leggi « delle altre dug faccie » invece « degli
altri due »;a pag. 158 linea 2 « del poliedro » invece «di es50 »;
2 pag. 295 linea 10 si ommetta « dapprima»; a pag. 309 lin. 11
2 a pag. 3I0 linea 17 wsel» invece di « quattro »; a pag. 347
linea 4 «all'unith e di base b’ » invece che «all’uniti»; a p. 360
linea 13 «sono eguali, e chiamando con ¥ I"ipoteausa » invece di

« sone eguali »
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